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Inleiding

In operatorentheorie heeft men veel nuttige resultaten bekomen m.b.t. normale
operatoren. Deze operatoren, die voldoen aan de op het eerste zicht ietwat vreemde
eis van commuteren met hun toegevoegde, hebben veel eigenschappen die nuttig
zijn gebleken. Niet enkel in het ontwikkelen van theorie, maar er zijn ook tal van
toepassingen, bijvoorbeeld in de wiskundige natuurkunde. Deze normaliteitseis laat
de zeer belangrijke spectrale decompositie toe. Met die spectrale decompositie kan
men dan weer een functiecalculus gaan ontwikkelen, die een uitbreiding blijkt van
de intuitieve functiecalculus voor veeltermen, of de Riesz-calculus voor analytische
functies. In de multipliciteitstheorie (waar overigens geen gebruik van wordt ge-
maakt in dit werk) heeft men de normale operatoren volledig gedissecteerd, zodat

al hun geheimen ontsluierd zijn.

De logische volgende stap in de operatorentheorie is dan de operatoren onderzoe-
ken die ‘dicht bij de normale liggen’. Zo zijn er verschillende klassen van operatoren
die de notie van normaliteit uitbreiden. Er bestaan quasinormale en hyponormale
operatoren, en dus ook subnormale operatoren, die hier onderzocht worden. De
quasi- en de hyponormale operatoren worden echter niet achterwege gelaten. De
naamgeving van deze operatoren is niet bijzonder suggestief (‘sub’ en ‘hypo’ beteke-
nen allebei ‘onder’), maar deze is historisch zo gegroeid, en wordt algemeen gebruikt.

Subnormale operatoren zijn ingevoerd in 1950 door Paul Halmos in [21]. Enkele
nuttige (en belangrijke) eigenschappen werden daarin al aangetoond. Joseph Bram
verfijnde in [4] enkele resultaten, en bewees er een heel aantal nieuwe. Dit is dan ook
het eerste standaardwerk over subnormale operatoren. John Conway heeft meer re-
cente werken geschreven die vele eigenschappen van subnormale operatoren bundelen
[7, 8]. Deze had ik echter niet ter beschikking. Hedendaags onderzoek naar subnor-
male operatoren wordt gedaan door (o0.a.) John Conway, Donald Hadwin, Nathan
Feldman, Robert Olin, Jim Agler, John McCarthy, Liming Yang, Alexandru Ale-
man, Jan Stochel, Karol Rudol. Zie bijvoorbeeld [1, 2, 10, 16, 17, 19, 26, 28, 32, 35].
(Deze artikels zijn niet gebruikt voor dit werk, ze zijn slechts opgenomen in de
bibliografie voor de geinteresseerde lezer)
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De theorie van de subnormale operatoren heeft vele wortels in de complexe
analyse. Hoewel hier eerder de operatortheoretische aanpak is gevolgd, zal dit toch
voldoende duidelijk worden. In dit werk zijn verschillende karakterisaties van sub-
normale operatoren terug te vinden. Er is (natuurlijk) het Halmos-Bram criterium,
dat al van 1955 stamt. Ook is er een karakterisatie in functie van semispectrale
maten, die natuurlijk zijn idee vindt in de spectrale decompositie voor normale ope-
ratoren. Er wordt ook een functiecalculus ontwikkeld voor subnormale operatoren,
weerom door gebruik te maken van de al bekende functiecalculus voor normale ope-
ratoren. Verder zijn er nog twee merkwaardige resultaten. In sectie 9 wordt nog
een andere karakterisatie bewezen, er wordt een topologisch verband gegeven tussen
de normale en de subnormale operatoren. In sectie 10 worden de Putnam- en de
Berger-Shaw-ongelijkheden bewezen, die een verband geven tussen de norm resp.
het spoor van de zelfcommutator van een operator en de Lebesguemaat van het
spectrum van die operator.

In de benaderingstheorie hebben subnormale operatoren ook een praktische be-
tekenis gekregen (die hier echter niet behandeld wordt; zie hiervoor bijvoorbeeld
[12]). Het onderzoek naar de subnormale operatoren is een steeds groeiende tak
van de operatorentheorie, zodat waarschijnlijk nog veel meer nuttige toepassingen

gevonden zullen worden.

il



Voorbeschouwingen

In deze voorbeschouwingen worden notaties ingevoerd en enkele noodzakelijke
begrippen uit de operatorentheorie vermeld. De meeste dingen worden niet bewezen.
De bewijzen zijn te vinden in [30] voor sectie 2-4, en sectie 5 is terug te vinden in
[6]. Voor de maattheoretische aspecten kan je terecht in [29].

1. Notaties en afspraken

N,Z,Q, R, C zijn de ruimtes van de natuurlijke, gehele, rationale, reéle en complexe
getallen respectievelijk. De complex toegevoegde van z € C noteren we met z, zo
ook is f de complex toegevoegde functie van f. De sluiting van een verzameling A
wordt ook genoteerd met A, de verzameling van complex toegevoegde elementen is
dan A*.

Een Hilbertruimte is een vectorruimte over de complexe getallen, uitgerust met
een scalair product (.,.) (afspraak: (.,.) is lineair in het eerste lid, antilineair in het
tweede), die volledig is m.b.t. dat scalair product en gesloten t.0.v. de topologie
geinduceerd door de norm ||€|| = (&,£)Y/2. Hilbertruimtes worden aangeduid met
$ en K en worden separabel verondersteld (hoewel dit niet altijd noodzakelijk is;
sommige voorbeelden maken dan ook gebruik van niet-separable Hilbertruimten).
Typische elementen hiervan zijn £ en . B(0,r) is de open bol met straal r: B(0,7) =
{£€ 9| &l <r} Zij M C $H, met \/ M bedoelen we de kleinste deelruimte van
$ die M bevat. Dit is de afsluiting (in de normtopologie) van alle eindige lineaire
combinaties van elementen in 9.

Operatoren zijn begrensde lineaire afbeeldingen tussen twee Hilbertruimtes, en
worden voorgesteld door A, B, ... (op één plaats zullen ook onbegrensde afbeeldingen
toegelaten worden, maar dit wordt daar duidelijk gemaakt). B($)) is de verzameling
van alle begrensde operatoren van een Hilbertruimte $) naar zichzelf. De beperking
van een operator A op K tot de deelruimte $ C K wordt genoteerd met Alg (dit
is dus een operator van §) naar K). De toegevoegde van een operator A wordt
voorgesteld door A*, en is gedefinieerd door (A&, n) = (£, A*n) voor alle £,n € $.
Enkele speciale soorten operatoren:

e zelftoegevoegde operatoren: A = A*

e idempotente operatoren: A% = A



e projecties: idempotente zelftoegevoegde operatoren
e unitaire operatoren: U*U = UU* = 1

e normale operatoren: N*N = NN*

e isometrieén: V*V =1

Twee operatoren A, B noemt men unitair equivalent (notatie: A = B) asa er
een unitaire U bestaat zodat UAU* = B.

Voor een operator A is C*(A) de kleinste unitale C*-algebra die A omvat: dit is
de sluiting (in de normtopologie) van de polynomen in twee variabelen, in A en A*.

De commutator [A, B] van twee operatoren is de operator AB — BA; de zelfcom-
mutator van een operator A is [A*, A], en wordt soms voorgesteld door D4 (of als
duidelijk is welke operator bedoeld wordt, gewoon D).

Een norm op B($)) wordt geleverd door ||A[| = sup,cq %. We beschouwen op
B($) drie topologieén: de normtopologie (de zwakste topologie waarvoor A — || Al
continu is), de sterke operator topologie (de zwakste topologie waarvoor A — A¢
continu is, voor elke £ € §) en de zwakke operatortopologie (de zwakste topologie

waarvoor A — (A&, n) continu is, voor elke £, € §).

i wordt meestal gebruikt om een Borelmaat op C voor te stellen. Voor een

meetbare functie f noteren we
[fllec = nf{M € [0, +-00]| u({z € C| f(z) > M}) = 0}.

L () is dan de verzameling van alle meetbare complexe functies f waarvoor || f||oo

eindig is, uitgedeeld naar de equivalentierelatie

f=g asa p({zeC| f(z) #9(2)}) =0

L?(pt) is de ruimte van meetbare functies waarvoor ||f|* = [ |f(2)|* du(z) eindig
is, uitgedeeld naar dezelfde equivalentierelatie als hierboven.

Zij K C C een compact. C'(K) is de ruimte der continue functies op K. Rat(K)
is de verzameling der rationale functies met polen buiten K. De uniforme sluiting
hiervan in C(K') wordt genoteerd met R(K'). Zij p een Borelmaat met compacte
drager K, dan is R*(p) de L?(u)-sluiting van Rat(K). P?(p) is de afsluiting van de
polynomen in een veranderlijke in L?(u).

(*(N) en (*(Z) zijn de kwadratisch sommeerbare rijen met indices in N resp. Z
en elementen in C. Voor een Hilbertruimte § is £ de ruimte der kwadratisch
sommeerbare rijen (hiermee wordt bedoeld dat de normen kwadratisch sommeerbaar
zijn) van elementen in §, met indices in N. Als A een operator is op §), dan is A(>)

de operator die op elk element van de rij A toepast.



2. Het spectrum

Een operator A is inverteerbaar als er een operator B bestaat zodat AB = BA = 1.
B wordt dan genoteerd met A~!. Het spectrum van een operator A is dan als volgt
gedefinieerd:

o(A) = {AeC| (A— Al is niet inverteerbaar}.

2.1 Eigenschap

Het spectrum van een operator is een niet-lege compacte deelverzameling van C.

Nu kan men gaan onderzoeken op welke manier elementen A\ € C terecht kunnen
komen in o(A). Dit leidt dan tot een opsplitsing van het spectrum. Een mogelijke
opsplitsing, die wordt gebruikt in [30], is:

e Po(A)={X € C| (A— Al niet injectief}

e Co(A) ={\ € C| (A— \) injectief, niet surjectief, Ran (A — A1) = §}

e Ro(A) ={\ e C| (A — M) injectief, niet surjectief, Ran (A — A1) # H},
dewelke elk element van o(A) bereikt omdat A — A1 inverteerbaar is asa A — Al
injectief én surjectief is. De deelverzamelingen noemen dan resp. het puntspectrum,

het continu spectrum en het residuaal spectrum.

Een andere onderverdeling van het spectrum is:
o 0,(A)={NeClIHKechH: AL =X}
o 0,(A) ={X € C| (A— Al) is niet langs onder begrensd }
(een operator B noemt men langs onder begrensd als 0 < inf{||B¢||; £ € H})
e 0.(4) = {\ € C| Ran (A=) # $}.

Hier noemt men de deelverzamelingen het puntspectrum, het benaderend puntspec-
trum en het compressiespectrum. Het grootste verschil is dat de verzamelingen in
de eerste verdeling disjunct zijn, en in de laatste niet. We kunnen dit als volgt
voorstellen:



Er geldt:

Po(A)= 2U3 =0,(A)
Co(A)=1 C  o,(A)=1U2U3U4
Ro(A)=4U5 C  o.(A)=3U4U5

Er zal voornamelijk met de tweede ontbinding gewerkt worden, hoewel de eerste

ook wel ter sprake komt.

2.2 Eigenschap
o Voor elke operator A geldt o(A) C B(0, ||Al]).

o Als A unitair is, is 0(A) C T ={X € C| |\| = 1}.
o Als A zelftoegevoegd is, is o(A) C R.
o Als A een projectie is, is o(A) C {0,1}.

Er is nog een speciaal type van operator: positieve operatoren. Men noemt een
operator A positief als A zelftoegevoegd is, en o(A) C RT (notatie: A > 0). Enkele

eigenschappen van dit soort operator:

2.3 Eigenschap
e Fen operator A is positief
asa er bestaat een zelftoegevoegde operator B zodat A = B?
asa er bestaat een operator C' zodat A = C*C.

e FEen operator A is positief asa (A£, &) = 0 voor alle € € §.

e Zij A een positicve operator, dan bestaat er voor elke n € N een positieve
operator B zodat B" = A (notatie: B = AY").

Men kan op de zelftoegevoegde operatoren een partiéle orderelatie definiéren door
A>Basa A— B> 0.

Ook bestaat er voor elke operator A een unieke ontbinding A = B + iC', met B
en C positieve operatoren. Men noemt dit de cartesiaanse ontbinding.

Een ander object dat men aan het spectrum van een operator A kan hechten is
de spectrale straal r(A): dit is de kleinste straal van een bol met middelpunt 0 die

het spectrum omvat. Anders gezegd: r(A) = supye,4){|Al}-



2.4 Eigenschap
r(A) = lim, ||A™||*/™

Voor een normale operator N kan men eenvoudig nagaan dat [|[N"|| = [ N||"
voor elk natuurlijk getal n, zodat r(IN) = || N||. Een interessante eigenschap van het

spectrum van een normale operator is ook:

2.5 Stelling (Criterium van Weyl)

Zij N een normale operator, dan is 0(N) = g4,(N).

Een minder bekende eigenschap van het spectrum is:

2.6 Eigenschap [22]

Zij A een operator. De rand van o(A) is een deel van o,,(A).

BEW1JS :
Zij A € C op de rand van o(A). Dan bestaat er een rij (\,), € o(A) die convergeert
naar . Noem B, = A — M\, 11 voor elke n en B = A — Al. Merk op dat elke
B,, inverteerbaar is, maar B niet. Er geldt ||B, — B|| = |\, — A| — 0. B is niet
inverteerbaar, dus 0 € o,,(B) of 0 € o.(B). We moeten dus nog bewijzen dat
0 € 0.(B) = 0 € 04,(B), of anders uitgedrukt, dat uit Ran B & § volgt dat B niet
langs onder begrensd is.

Stel dus nu 0 # ¢ € (RanB)*. Noem &, = 225 Dan is ||&,]| = 1 zodat

I1Bn ¢l
(B, — B)é,|| < ||Br— B|| — 0. Nuis echter B¢, € Ran B en B¢, 1 Ran B, zodat

1Bngn — B&ll* = 1Butall® + | B&all* = 1B 1%,

dus (&,)n is een rij eenheidsvectoren zodat ||BE,|| — 0. B is dus niet langs onder

begrensd. 1

3. De spectrale decompositie

3.1 Definitie

Zij (X,90) een meetbare ruimte. Een spectrale maat E voor een Hilbertruimte §) is
een afbeelding van 91 naar B($)) zodat:

e Voor elke A € M is E(A) een projectie.



e E)=0en E(X) =1
e E(ANA)=E(A)E(A) voor alle A, A € M.

e Voor elke rij (A,), van twee aan twee disjuncte verzamelingen in 91 is

A

Als FE een spectrale maat is, dan kan men nagaan dat (E(.)€,n) een Borelmaat
is, voor elke £, € 9.

De bedoeling van een maat is om te kunnen integreren. Men kan dan ook voor
alle begrensde functies f : X — C de operator [ + [ dE definiéren. De details zijn
te vinden in [30]. De afbeelding van de begrensde complexe functies op X naar de
operatoren op $) die een functie afbeeldt op zijn integraal t.0.v. een (vaste) spectrale
maat, is een *-homomorfisme.

We noteren met z de identieke functie op C. Een diep resultaat voor normale

operatoren is:

3.2 Stelling

Zij N € B(9) een normale operator. Dan bestaat er een unieke spectrale maat E op

de Borelverzamelingen van o(N) zodat

N = / zdE(z).
o(N)

Bovendien geldt E(A) # 0 als A een niet-lege open deelverzameling van o(N) is.
Ook geldt voor elke operator A € B($): [N,A] = 0 asa [E(A),A] = 0 voor elke
Borelverzameling A.

We noemen N = fa( ) zdE(z) de spectrale decompositie van N. Merk op dat
voor een spectrale maat E de operator f 2z dE(z) steeds normaal is, zodat er een
bijectie bestaat tussen de spectrale maten en de normale operatoren.

Zij nu E de spectrale maat voor een normale operator N. We noemen een
complexe maat 1 een scalaire spectrale maat voor N als u(A) =0 asa E(A) =0

voor elke Borelverzameling A. Dit begrip zullen we later nog nodig hebben.

4. Een functiecalculus

De bedoeling is om voor complexe functies f op C ook f(A) te kunnen definiéren,

waarbij A een operator is op een zekere Hilbertruimte. Men maakt hiervoor gebruik



van de integraalformule van Cauchy en van vectorwaardige integratie. Opnieuw
vermeld ik alleen het resultaat, de technische details zijn terug te vinden in [30].

Zij A een operator op §. Voor alle functies f : C — C die analytisch zijn op een
open dat o(A) omvat, definiéren we f(A) = ;= f7 f(2)(21 — A)~tdz, waarbij v een
positief georiénteerd systeem van gesloten krommen is, in het analyticiteitsdomein
van f, die o(A) omsluiten.

De afbeelding die een functie f afstuurt op f(A) voor een vaste operator A
is de Riesz-calculus, met als eigenschappen dat 1(A) = 1 en 2(A) = A, waarbij
1 de constante functie is die alles afstuurt op 1, en z de identieke functie op C.

Een belangrijke eigenschap van deze calculus is het ‘spectral mapping theorem’
o(f(A)) = f(o(A)).

Voor een normale operator kunnen we verder gaan: we kunnen voor elke be-
grensde functie f op o(N), f(IN) definiéren als f(N) = fg(N) fdE, waarbij E de
spectrale maat voor N is. Men noemt dit de Borelcalculus. Deze is een uitbreiding
van de Riesz-calculus (d.w.z. voor analytische functies komen de twee definities op
hetzelfde neer).

Enkele eigenschappen van deze Borelcalculus:

o ||f(N)|| <|Ifll, waarbij we de supnorm op o (V) bedoelen.
e Als f continu is, geldt zelfs || f(N)| = || f]|-
o Zij A € B(9) zodat [N, A] =0, dan zal ook [f(IN), A] = 0.

e 7ij I/ de spectrale maat voor N;
f(N)=g(N) asa f =g E-bo., dw.z E{A€a(N)| f(A)#g(N)}) =0.

o o(f(N) =Ru(f) :={A€C|Ve>0: E(f7(B(\¢))) # 0}.

5. Cycliciteit

5.1 Definitie

e Men noemt een vector £ € §) een *-cyclische vector voor A € B($)) als

9 ={B¢| BeC(A)}.

e Men noemt een vector £ € §) een cyclische vector voor A € B(9) als
9 =\/{A%| ke N}.

A noemt men dan een (*-)cyclische operator. A



5.2 Eigenschap

Elke operator A € B(9) is de directe som van *-cyclische operatoren.

BEWI1JS :

Zij & een vector in §) en zij $; = {BE| B € C*(A)}. Kies nu een vector 7 in ¢,
dan is ook An € $z. Immers, voor elke B € C*(A) is (BE, An) = (A*BE,n) = 0,
omdat A*B € C*(A). Ook zal A C 9, zodat A = Alg, @ A|ﬁ€¢. Ag, is dus een
*-cyclische operator op $;. We noemen nu twee vectoren &,n € $) *-orthogonaal

als & € 9, (of equivalent 7 € Sﬁé) Er bestaat dan een verzameling van 2 aan 2

*-orthogonale vectoren V die heel $) genereren (d.w.z. C*(A)Y = §). Dit is een
eenvoudige toepassing van het lemma van Zorn:

Zij X de verzameling van alle deelverzamelingen van §) waarvan de ele-
menten 2 aan 2 *-orthogonaal zijn. We ordenen deze verzameling door
inclusie C. Bekijk nu een keten K in X. Danis G = UHeK H een boven-
grens van K. Inderdaad, neem twee vectoren £ en 1 in G. Dan bestaan
er verzamelingen H; en Hy; in K zodat £ € ; en n € ;. Omdat K
een keten is zal H; C Hy of Hy C H,. Er bestaat dus een H € X met
&,n € H, dus € en 7 zijn *-orthogonaal. En duidelijk zal ook voor elke
H e K, HC G. Dus X heeft een maximaal element V. Nu moet V' wel

$ genereren, omdat anders ) niet maximaal zou zijn.

Nu is dus A = @¢epAlg,, met elke term hierin *-cyclisch. 1

Zij B(9) = L*(u) met p een zekere Borelmaat met compacte drager. Men
noteert met N, de normale operator: N, : f — zf. Het is duidelijk dat deze
operator *-cyclisch is. Immers, 1 is een *-cyclische vector, omdat elke kwadratisch
integreerbare functie te benaderen is door veeltermen in twee veranderlijken z en Z.

Door volgende stelling is elke *-cyclische normale operator van die vorm:

5.3 Stelling

Een normale operator N is *-cyclisch asa N unitair equivalent is met N, voor een
zekere Borelmaat 1 op C met compacte drager. Als & een *-cyclische vector is voor
N, dan kan p gekozen worden zodat er een isomorfisme V : § — L?(u) bestaat met
VE=1en VNV = N,. Onder deze voorwaarden is V uniek.

Zij N een normale operator met spectrale maat E. Als £ een *-cyclische vector
is voor N, dan is pu(.) = (E(.)&,€) een scalaire spectrale maat voor N. Inderdaad,



als E(A) = 0, dan is ook u(A) = 0. Omgekeerd, als p(A) = 0, dan is E(A)¢ = 0.
Maar E(A) commuteert met N en N*, dus met elke operator in C*(N). Maar dan
is voor elke A € C*(N), 0 = AE(A)¢ = E(A)AS. Omdat € nu een *-cyclische
vector is voor N, is E(A) = 0 op heel §, dus E(A) = 0. Deze maat ;1 noemen we
‘de scalaire spectrale maat voor N horende bij &’.



g1 Definities en eigenschappen

Deze paragraaf bevat enkele basisbegrippen, die terug te vinden zijn in [22, 25]

1.1 Definitie

Een operator S op een Hilbertruimte $ wordt subnormaal genoemd als er een
Hilbertruimte K bestaat die $) bevat, en een normale operator N op K zodat N C §
en N|s = S (m.a.w. een subnormale operator S is de beperking van een normale
operator N op R tot de invariante deelruimte £)). A

1.2 Definitie
Een operator T' is hyponormaal asa T*T > TT*. A

Equivalent: Een operator T' is hyponormaal asa [T*,T] > 0.
In het vervolg gaan deze notaties trouwens gebruikt worden: een subnormale S,

op $, met een normale uitbreiding N op K en een hyponormale T (op ).

Hyponormale operatoren zijn nuttig in de studie van subnormale operatoren,
omdat elke subnormale operator hyponormaal zal blijken te zijn (dit wordt verderop
bewezen).

Eerst het typevoorbeeld van een subnormale operator:

1.3 Voorbeeld

Neem $ = (*(N) en U, de verschuiving naar rechts; d.w.z. U, (aj,az,as,...) =
(0,a1,as,as,...). Ui is dan de verschuiving naar links: U} (ay, as, as, ...) = (az,as, .. .)
Het is duidelijk dat U7 U, = 1, terwijl U, U7 een projectie is die de eerste component
annihileert: U,U} (a1, a2,as,...) = (0,a,as,...). Uy is dus duidelijk niet-normaal
hyponormaal. Bekijk & = ¢*(Z) en U} weer de verschuiving naar rechts. Dan is U}

een normale uitbreiding van U, , dus U, is ook subnormaal. *

Meer voorbeelden worden in de volgende paragraaf gegeven. In deze paragraaf

gaan we een beetje dieper in op deze operatoren. Eerst een alternatieve karakterisatie
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van de hyponormale operatoren:

1.4 Lemma

Een operator T (op een Hilbertruimte $) is hyponormaal asa [|T*¢|| < ||TE|| voor
alle £ € 9.

BEw1S :
T > TT* & (T*T¢, &) > (I'T*E,€) voor alle £ € §

& (T, TE) > (T, T*) voor alle € € 9
& ||TE|? = ||IT+€||2 voor alle £ € §

1.5 Definitie

Gegeven een operator B op een Hilbertruimte $). We noemen een deelruimte © C
een invariante deelruimte voor B als B® C 3. Een deelruimte £ C $ is een
reducerende deelruimte voor B als zowel £ als £+ invariante deelruimten zijn voor
B. A

Zij © een deelruimte van §. We kunnen § schrijven als ® @ D+, en overeen-
komstig de operatoren op $) schrijven als 2 x 2-matrices. ® is dan invariant voor
B asa de zuidwestcomponent van de decompositie B 0 is en ® is reducerend asa B
splitst in een diagonaalmatrix.

1

Merk op dat de tweede eis van een reducerende deelruimte (£- invariant voor

B) equivalent is met de eis dat & invariant is voor B*: V€ € € en Vn € £+ geldt:
(B*¢,m) = (&, Bn), of kijk naar de matrixdecompositie hierboven.

De ruimte $ waarop een subnormale operator S werkt is dus een invariante
deelruimte voor de normale uitbreiding N. Als $) nu ook een reducerende deelruimte

blijkt te zijn, dan is S zelf ook normaal:

(S*S&m) = (S€,Sn) = (N, Nn) = (N*N&,m) = (NN*E,n) = (SN*¢,n)
= (N*¢,S*n) = (§,NS*n) = (§,55%n) = (5*¢,5"n) = (SS*¢,n),

voor alle £, € §, dus is §*5 = S5*.
De omgekeerde bewering is ook waar: als de beperking S van een normale ope-

rator N op een Hilbertruimte K tot een invariante deelruimte §) terug normaal is,
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dan is § een reducerende deelruimte van 8 voor N: omdat we weten dat N|g =S,
zal de noordwest-component gelijk zijn aan S, dus

N - SF,
0 G

voor zekere operatoren F' en G. Dan zal

N is normaal, dus

0 = N*N—-NN*
_ (S*S S*F ) - <SS*+FF* FG*) O
=S *F+ GG GF~ GG*
dus 0 = §*S — SS*— FF* = FF*=0 = [F = 0. Dus de matrixdecompositie
van N is diagonaal, dus § is een reducerende deelruimte.
We kunnen in het resultaat hierboven de normaliteitsvoorwaarde afzwakken tot

die voor hyponormaliteit; dan krijgen we F'F* < 0, maar ook geldt F'F* > 0, dus
de conclusie is dezelfde:

1.6 Lemma

2y T een hyponormale operator op ), en zij M C § een invariante deelruimte voor
T, zodat T|gn normaal is, dan is M een reducerende deelruimte.

Als we de berekening hierboven beter bekijken, vinden we volgende eigenschap:

1.7 Eigenschap

Elke subnormale operator is hyponormaal.

BEwWLIS :
Uit berekening (1) leren we S*S — SS* = FF* = S*S—S55*>0 1

Elke eigenschap van hyponormale operatoren geldt dus ook voor een subnormale
operator. Soms bestaan er echter aparte bewijzen, en uit overtuiging dat die het
inzicht verhogen, worden die hier meestal beide gegeven.
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In de volgende paragraaf zullen we een voorbeeld zien van een hyponormale

operator die niet subnormaal is, dus er is een strikte inclusie tussen de twee klassen.

Het is onmiddellijk duidelijk dat de beperking van een subnormale operator
tot een invariante deelruimte terug subnormaal is (de oorspronkelijke normale uit-
breiding kan nog altijd dienst doen). Die eigenschap geldt ook voor hyponormale

operatoren.

1.8 Eigenschap

Ziy T een hyponormale operator en zij M een invariante deelruimte voor T'. Dan is
T|on 00k hyponormaal.

BEwLIS :
Zij R = T|on en zij P de projectie van $) op M en zij £, n € M.

(R*&,m) = (§,Rn) = ({,Tn) = (T"n) = (17, Pn) = (PT"E,n),

dus geldt R* = PT*|gn, zodat ||R*€|| < ||T*¢|| < ||T€]|| = ||RE||, voor alle £ € 9.

OPMERKING:
Hieruit volgt nog eens dat een subnormale operator hyponormaal is, immers een
normale operator is (natuurlijk) ook hyponormaal.

Volgende eigenschap zegt ons dat de notie sub- en hyponormaal slechts zinvol is

op oo-dimensionale ruimten:

1.9 Eigenschap

Een hyponormale operator op een eindig-dimensionale ruimte is normaal.

BEW1IJS :

Zij T een hyponormale operator op de eindigdimensionale ruimte $. Een operator
op een eindig-dimensionale ruimte is niets anders dan een matrix. We weten dat een
zelftoegevoegde matrix diagonaliseerbaar is. Kies dus een orthogonale basis van $
zodat Dy := T*T — TT* een diagonaalmatrix is. Dy is positief, dus zijn diagonaal
bestaat enkel uit positieve getallen. De afbeelding M +— Tr(M), die een matrix
afbeeldt op zijn spoor (de som van de diagonaalelementen) heeft als eigenschap dat
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Tr(AB) = Tr(BA), voor alle vierkante matrices A, B , dus vinden we eenvoudig
dat T'r(Dr) = 0. Dus Dy =0, en T' is normaal. 1

BEWI1JS in het subnormale geval:

In dit geval kunnen we gebruik maken van de volgende eigenschap:

elke eindig-dimensionale invariante deelruimte van een normale operator N
reduceert N.

Aangezien op een eindig-dimensionale ruimte elke operator een eigenwaarde heeft, is
het voldoende te bewijzen dat elke eigenruimte van N, N reduceert. Dit is eenvoudig;:
immers elke eigenvector £ van N is ook een eigenvector van N*. (|[(N — N)¢|| =

IV = N)ell) "

Een normale uitbreiding van een subnormale operator is natuurlijk niet uniek.
Zij N immers een normale uitbreiding van S (op resp. Ren ), en zij M een normale
operator op L. Dan is N & M (op 8@ L) ook een normale uitbreiding van S.

1.10 Definitie

We noemen N € B(8) een minimale normale uitbreiding van S € B($)) als er geen
reducerende deelruimte voor N tussen $ en K ligt. Met andere woorden: N is een
minimale normale uitbreiding van S als & de enige reducerende deelruimte voor N

is, die $ omvat. A

1.11 Eigenschap

Zij N € B(R) een normale uitbreiding van S € B($)), dan is N minimaal asa
R=V{N*¢E €9,k eN}.

BEw1JS :

A = V{N*¢|€ € 9,k € N} is duidelijk een reducerende deelruimte voor N. Het
is ook duidelijk dat deze ruimte $) bevat. Verder moet elke reducerende deelruimte
voor N, die $ omvat, ook deze ruimte omvatten. 1

OPMERKING:

Hieruit volgt dat $ en 8K gelijkmachtig zijn. Immers als $) eindigdimensionaal is, is
S normaal en is dus $ = K. Als §) aftelbaar is, zal wegens bovenstaande eigenschap
R ook aftelbaar zijn. Dit geldt natuurlijk ook voor elke grotere kardinaliteit.
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1.12 Voorbeeld

Voor de eenzijdige shift U, uit voorbeeld 1.3 is de tweezijdige shift U, een minimale
normale uitbreiding. *

Wegens volgende eigenschap is het gerechtvaardigd van te spreken van de mini-

male normale uitbreiding.

1.13 Eigenschap

Als Ny en Ny (op Ry en Ry) minimale normale uitbreidingen zijn van S € B(9), dan
bestaat er een unitaire operator U van R naar RKe die Ny op Ny afstuurt (d.w.z.:
UN; = NyU ) en die op $) de identieke is.

BEwIS :

Zij L; de verzameling van alle eindige sommen van de vorm Y, N;*¢,, met alle
& €9, voori =1,2 . We weten dus &; = L; (i=1,2). De evidente definitie van U is
nu dus: U(>", Ni*&,) = >, N3*¢,.. We moeten nog nagaan dat U goed gedefinieerd
is, unitair is, en inderdaad voldoet aan UN; = NyU.

U goed gedefinieerd wil zeggen: als >, N7¥& = >, Ni*n, dan moet Y, N3*&, =
>on N3Fn, of equivalent: als Y, Ni*¢, = 0, dan moet Y, N3*¢, = 0. Voor elke

subnormale S met normale uitbreiding N geldt:

|| ZN*k§k||2 — ZN*kék,ZN*]ég
k
= ZZ Wg, ¥ &)
= ZZ S, 8) (2)
ik

dus ook voor S en zowel Nj als Ny geldt dit. Hieruit leren we niet enkel dat U
goed gedefinieerd is, we kunnen er ook uit besluiten dat U een isometrie is (van £
naar L), dus U heeft een unieke isometrische uitbreiding van K naar K2, en deze

uitbreiding zal inderdaad de identieke afbeelding zijn op $. Omdat een surjectieve

isometrie unitair is, is de uitbreiding van U dus unitair.
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Dat UN; = N,U is een eenvoudige berekening:
UN{(Q_NY&G) = U NFN&G)
k k
= ) N3FSg,
k
= D> NFNsg,
= Na2()_ N
k
= NU(D N*&)

k

OPMERKING:
Vanaf nu is N dus de minimale normale uitbreiding van de subnormale S, op de
ruimten H C K.
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§2 Voorbeelden

In deze paragraaf zullen we nog enkele voorbeelden geven van zowel sub- als hypo-
normale operatoren. Het triviale voorbeeld is natuurlijk een normale operator, maar
laat het duidelijk zijn dat de theorie van de subnormale, noch die van de hyponormale
operatoren daarvoor uitgevonden is.

2.1 Vermenigvuldiging met 2 [9]

Neem een deelverzameling A C C en bekijk & = L*(A, i), voor een zekere Borel-
maat p. De operator N, : 8 — &: f+— Nf = zf, waarbij z de identieke functie op
A voorstelt, is een normale operator. (N is de vermenigvuldigingsoperator met z

en voor iedere functie f is zZf = Zzf). Bekijk nu $) = {veeltermfuncties op A} C R
en S de operator N,|g. Duidelijk is S subnormaal met N, als normale uitbrei-
ding. Er bestaan A’s waarop S zelf niet normaal is; neem bijvoorbeeld A =
T :={\ € C| |\| = 1}, immers $) is geen reducerende deelruimte voor N, voor deze

A, immers z L p(z) voor elke polynoom p. *

Nu het beloofde voorbeeld van een niet-subnormale hyponormale operator:

2.2 Gewogen verschuivingen [22]

Zij $ = (*(N), en zij T de shiftoperator met gewichten (\,),, d.w.z.
T(CLl, ag, as, . . ) = (0, )\1(11, )\2&2, /\3&3, .. )

We eisen dat T begrensd is, dus moet sup, |\,|] < oo. De zelfcommutator D
heeft hier een eenvoudige vorm. Het is een diagonaalmatrix met als diagonaal
(Mol M) = 1 Aol?, [Xe]® — |A1[%,...). Dus T is hyponormaal asa |\g| < |M\i] <

|A2| < ---. We zoeken nu dus \;’s waarvoor 7" niet subnormaal is.

Omdat het moeilijk te bewijzen is dat er geen normale uitbreiding bestaat, zoeken
we een nodige eigenschap voor subnormaliteit:

Zij (&)r een 1ij in 9, die slechts op eindig veel plaatsen niet-nul is. Voor een
subnormale operator S geldt SL (99, S*E;) = 0 wegens vergelijking (2). Als
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we hierin elke §; vervangen door een scalair veelvoud p;§;, krijgen we

ZZ<Sj§k,Sk§j>ﬂij > 0,

ik
of met andere woorden de matrix ({S7&, S*¢;));x is positief.

Nemen we nu als gewichten voor T (o, 5,1,1,...), met 0 < a < f < 1,danis T
dus inderdaad hyponormaal. Bekijk nu ((S7e, S*e;));x—012; waarbij {eo, €1, €a, ...}
de standaard orthonormale basis is van ¢?(N). Als we deze matrix uitschrijven

1 a af
krijgen we a (3% B |, en de determinant hiervan is —a?(1 — ($%)?, hetgeen
af [ 1

negatief is, zodat T" nooit subnormaal kan zijn.

Een hyponormale operator kunnen we ook op een andere manier bepalen. Zij
T = X 4+ 1Y de cartesiaanse decompositie van 7. We zien eenvoudig dat Dy =
2i[X,Y]. Een hyponormale operator 7' komt dus overeen met een paar zelftoege-
voegde operatoren (X,Y’) die voldoen aan i[X,Y] > 0. Dergelijk paar noemt men

daarom ook soms een hyponormaal paar.

2.3 Een integraaloperator [25]

Zij $ = L?([0,1]) (met op [0,1] de Lebesguemaat). Bekijk de positicoperator X
gegeven door X f(t) = tf(t). We zoeken nu dus een zelftoegevoegde operator Y die
voldoet aan i[X, Y] > 0.

De operator Y, gegeven door

Y)t) = %H/Ol f(slds, vt € [0, 1],
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met Hf de hoofdwaardeintegraal, blijkt hieraan te voldoen:

X YIS ) = /H/ 20 4 —tH/ 1)
= ;/O(H/ T”;’f(r” dr—t H fr#dr)ﬁdt
= l/I(H/Mdr)ﬁdt
- //f () dsdt

=1 oy |

= 0.

Deze formele berekeningen mogen we maken want Y is een goed gedefinieerde be-
grensde operator op L?([0,1]). Immers, dezelfde operatie, toegepast op L*(R), met
de integraal dan ook lopende over heel R, is de Hilberttransformatie. In [34] wordt
aangetoond dat deze Hilberttransformatie een goed gedefinieerde unitaire operator
is van L?(R) naar L*(R). Als we nu deze Hilberttransformatie samenstellen met de
projectie van L?(R) naar L*([0,1]) (vermenigvuldiging met de karakteristieke functie

van [0,1]), bekomen we onze Y, zodat die zeker begrensd is. *

We kunnen hierin nog verder gaan: zij XY = A+ iB de cartesiaanse ontbinding
van XY, dan is T hyponormaal asa B < 0. Immers, YX = (XY)* = A — B,
dus [X,Y] = 2iB. Op deze manier kunnen we hyponormale operatoren gaan
creéren: kies een operator B < 0, en een willekeurige zelftoegevoegde A. Voor
elke willekeurige oplossing (X,Y’) van de vergelijking zy = A 4+ iB is X + 1Y een
hyponormale operator. Neem dus bijvoorbeeld X = 1, dan vinden we dat 1— B+1:¢A
een hyponormale operator is. Nemen we Y = 1, dan bekomen we de hyponormale
operator A +i(B + 1). Zij dus A een willekeurige zelftoegevoegde operator, B > 1
en C' < 1, dan zijn B + iA en A 4 iC' hyponormale operatoren.

Omdat voor een normale operator N elke macht N* (k € N) terug normaal is,
geldt voor elke subnormale operator S ook dat S* subnormaal is, voor k € N. Deze
eigenschap geldt niet voor hyponormale operatoren:

2.4 T hyponormaal, 77 niet [22]

Zij L een Hilbertruimte en zij ) de directe som van aftelbaar veel kopieén van L,
geindexeerd door de gehele getallen. ) is dus de ruimte van alle rijen f = (f,)nez =
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(..., =1, fo, f,-..) van vectoren in £ zodat >, ||fa]|* < co. We definiéren een
scalair product op $ door (f,g) = > (fn, gn). Zij nu (A, )nez een rij van positieve
operatoren op L zodat {||A,||; n € Z} begrensd is, dan definieert (Af), = Anfn
een operator op 9. Zij B de shift (Bf), = f.—1. De toegevoegde operatoren van A
en B zijn eenvoudig te berekenen: (A*f), = A’ f, = Anfn (A is dus zelftoegevoegd,
en eigenlijk zelfs positief) en (B*f), = fu+1 (B is dus unitair).

Zijnu T = BA, dan:

(Tf )n = An-1fn-1,
(T*f)n = (AB"f)n = Anfos1,
TT f)n = Ana(Anrfn) = A% f,
(T°Tf)n = Au(Anfa)n = AL fa,
( = Anfl(Anf2fnf2) = An1Anafu 2,

(TT*f)
)
f)
(T*Qf)n = An(Ant1fosr2) = AnAnii frro,
)
)

3
|

(T*2T2 n = (AnAn+1)(An+1Anfn) AAEL—‘,—IA Jns
(TQT*2fn = (AnflAnf2>(Anf2An71fn): n71A272An71fn7

zodat T hyponormaal is asa (A2), een stijgende rij is, en T? is hyponormaal asa
An A2 JA, 1 < AAZ LA, voor elke n.

10
Zij nu £ = C2, dus de operatoren op £ zijn 2 x 2-matrices. Zij C' = < )

00
en D = 21 ,danis D — C = b > 0, maar
11 11

e (32)-(00)-(12),

zodat D? — C? niet positief kan zijn, want zijn determinant is -1. Merk op dat C
(een projectie) en D (= (D — C) 4 C) allebei positief zijn.

Zij nu A, = CY%(= C) voor n < 0 en A, = DY? voor n > 0, dan is A2 < A2,
voor iedere n, dus A is hyponormaal, maar voor n = 1 hebben we A, ;A2 ,A, ;| =

C2 & D> = A, A2, A, *

OPMERKING:
Men kan zich nu de vraag stellen of een polynomiaal hyponormale operator 7' (dus
een operator T zodat voor elke polynoom p: p(T) hyponormaal is) noodzakelijk

subnormaal is. Het antwoord hierop is negatief; er bestaat dus een operator 1" zodat
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voor elke polynoom p geldt dat p(7") hyponormaal is, en T" toch niet subnormaal is.
Zie hiervoor [13].

Tenslotte nog twee voorbeeldjes van een subnormale operatoren:

2.5 Isometrieén [25]

Zij V een isometrie op 9 (||V¢]| = ||€]| voor alle & € $, of equivalent V*V = 1) |
en zij Dy haar zelfcommutator. Je kan eenvoudig narekenen dat Dy zelftoegevoegd
en idempotent is. Dy is dus een projectie, en dus ook positief. V is dus al zeker

hyponormaal.
V. D Vo0
Bekijk U := ( 0 VZ) op & 9. Danis Ur = (Dv V). Nu is het
eenvoudig na te rekenen dat DyV = 0 = V*Dy (en D} = Dy wisten we al) . Dus
10
UU = ( o1 /)" UU*, waaruit we leren dat U normaal is (zelfs unitair). Elke

isometrie is dus een subnormale operator!

Nu is de eenzijdige shift U, uit voorbeeld 1.3 ook een isometrie, we gaan na-
gaan of de hierboven voorgestelde normale uitbreiding unitair equivalent is met de
minimale normale uitbreiding, de tweezijdige shift U .

We voeren een nieuwe notatie in voor de tweede sommand van $ @ $ door de
bijectie n — —n — 1 toe te passen op de indices. Dy, is de projectie is op de eerste
component, die we noteren met P. De voorgestelde normale uitbreiding wordt dan:

U, P

0 Ui
§£=(&,61,--) D (E-1,6-2,...) ENHDN:

Uy, P (0,61,--) _ (0,860,615 -+ ) +(£-1,0,0,...)
0 Ui (6-1,€-2,.) (-2,&3,...)
_ (€-1,60,61,-- )
(5—27 £—37 .o ) '

uy 0 (0.1, --) _ (£1,6,...)

Pou )\ s ) (€0,0.0,.. )+ (0,6 1,69,

@)
(€0,6-1,62...) )

Dus inderdaad is de voorgestelde normale uitbreiding gewoon de tweezijdige shift
U;.

. We passen die (en zijn toegevoegde) toe op een willekeurige vector
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Men kan zich dan ook de vraag stellen of dit voor elke isometrie de minimale
normale uitbreiding is. Het antwoord daarop is echter negatief. Neem immers een
isometrie V' die reeds normaal is (een unitaire operator dus). Dan is V' zelf zijn
minimale normale uitbreiding en niet V' @ V*. Nu bestaat echter de mogelijkheid
dat V' unitair equivalent is met V' @& V* (denk bijvoorbeeld aan de eenheidsoperator
op ?(N); omdat N2 N@ N, is (2(N) = (2(NeN) = (2(N) @ *(N), dus is T = 1 1).
Volgende stelling halen we uit [6]:

2.5.1 Stelling

Zij N, A en B normale operatoren met N *-cyclisch en N & A =2 N & B, dan is
A B.

Bekijk dan nu de tweezijdige shift U, die is unitair (dus normaal) en ook
*_cyclisch. Dus geldt niet Ut = U™ @ U™, *

2.6 Quasinormale operatoren [22]

Een quasinormale operator is een operator A die commuteert met A*A. Elke normale
operator is quasinormaal, en men kan nagaan dat de omgekeerde implicatie niet klopt
(de eenzijdige schuifoperator U, uit voorbeeld 1.3 is een expliciet tegenvoorbeeld).
Wel geldt:

2.6.1 Stelling

Zij A € B($) een quasinormale operator, dan is A ook subnormaal.

BEW1JS :

Omdat Ker A*A = Ker A, en A* noodzakelijk ook commuteert met A*A, is Ker A
een reducerende deelruimte voor A. Dus A is de directe som van 0 en een operator
met triviale kern. We veronderstellen dat Ker A = {0}, omdat de term 0 toch geen
invloed heeft op het al dan niet subnormaal zijn (0 is immers een normale operator).
Zij nu W de vierkantswortel van de positieve operator A*A. Dan geldt

W = (We, WE) = (W, ¢) = (A" Ag, ) = | A¢])”

voor alle ¢ € $. We kunnen dus een isometrie definiéren: UW¢E = A€, op het
bereik van W. RanW = Ran A*A = A*(Ran A) = A*((Ker A*)*) = Ran A*, en
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Ran A* = (Ker A)* = §, zodat U uitgebreid kan worden tot een isometrie op heel
9. We hebben dus UW = A en A*A = W?2.

(Deze constructie noemen we de polaire decompositie van een operator.
Het idee erachter is natuurlijk de ontbinding van een complex getal is
een positief getal en een getal van modulus 1. Voor een willekeurige
operator is het niet zo dat er een decompositie bestaat van de vorm UW
met W positief en U een isometrie, echter wel als men slechts eist dat U
een partiéle isometrie is (dit is een operator die zich op het orthogonaal
complement van zijn kern gedraagt als een isometrie). De constructie is

dezelfde als hierboven, enkel de details van de verificatie verschillen.)

A is quasinormaal, dus A commuteert met W?2. Omdat de wortel van een ope-
rator kan geconstrueerd worden als limiet van een rij veeltermen in de bewuste
operator, zal A ook commuteren met W. Dus (UW — WU)W = 0. Dus UW — WU
is 0 op Ran W, dat dicht is in §), zodat UW = WU, en omdat W positief is, geldt ook
U*W = WU*. Nuis U een isometrie, zodat weer DyU = U*Dy = 0 en D3 = Dy
met Dy de zelfcommutator [U*, U] = 1 — UU*. Zij nu

B _ UW DyW
N o uUw )’

dan is
5 - uw 0

DyW UW
zodat

2

B*B = W= o = BB*
0 W2

B is dus een normale uitbreiding van A, zodat A subnormaal is. 1

23



§3 Zuivere hypo- en subnormale

operatoren

Deze paragraaf is terug te vinden in [25].

3.1 Definitie

We noemen een hyponormale (en dus ook een subnormale) operator T' zuiver, als er

geen reducerende deelruimte £ bestaat zodat T'|, normaal is. A

Een eenvoudig voorbeeldje van een zuivere subnormale operator is de eenzijdige

shift U, uit voorbeeld 1.3. Verderop zullen we een ander voorbeeld zien.

3.2 Stelling

Zig T € B(9) een hyponormale operator, dan bestaat er een unieke orthogonale
decompositie: $ = 9,(T) ® 9,(T), zodat H,(T) en $,(T) reducerende deelruimtes

voor T zign, zodat:
(i) Ty :=T|g, is zuiver hyponormaal,
(ii) T, :=Tlg, is normaal.

Zij D .= [T*,T] de zelfcommutator van T, dan is:

9,(T) = \[{T™*T'D¢| k,1 € N, ¢ € 9}, (3)
9.(T) = {ne€$H| DT* Ty =0,Vk,1 € N}. (4)

BEWI1JS :
Definieer £ = V/{AD¢|E € $H,A € C*(T)}, en $H1 = Nace-Ker (DA). Duidelijk
is $H; = ﬁUL en zijn o en $H; reducerende deelruimtes voor 7.

Zij nu L een reducerende deelruimte voor T, zodat T'|; normaal is, dan is
DA|; =0, voor alle A € C*(T), zodat L C $;. Dus 9, is de grootste reduce-

rende deelruimte van 7" waarop 7" normaal is. Hieruit volgt ook dat T'|g, zuiver

hyponormaal is, dus 9o = 9,(T") en $H; = 9, (1).
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Nu kan men monomen van de vorm 7™ m2pm2 - T*ET™E [) herschrijven
als lineaire combinaties van uitdrukkingen als T*"T™D, Door de relatie TT* =
T*T — D te gebruiken. (merk op dat het helemaal niet uitmaakt of er D staat of
DB voor een willekeurige operator B , omdat DB = Dn met n = B € §)

Hieruit volgt dat voor elke A € C*(T') de operator AD ook op dergelijke manier
geschreven kan worden. Hieruit volgen (3) en (4). 1

Met behulp van volgend lemma kunnen we dit resultaat scherper stellen in het
geval van subnormale operatoren:

3.3 Lemma
Zij S een subnormale operator met zelfcommutator D, dan:

(i) Ker (D) is invariant onder S,

(77) Ran (D) is invariant onder S*

BEw1LIS :

(1) Zij N een normale uitbreiding van S en schrijf N als 2 x 2-operatormatrix

S F
N = R E Vermits N normaal is, volgt hieruit dat GF* = F*S, dus

S(Ker F*) C Ker F*. Nuis D = F'F*, dus, vermits voor elke operator A geldt:
Ker A = (Ran A*)*:

Ker D = Ker FF* = Ker F* U (Ran F* N Ker F') = Ker F™*.

Dus Ker D is invariant onder S.

(1i) We gebruiken nu de gelijkheid S*F = FG*. Dus S*(RanF) C RanF, en
Ran D = F(Ran ) = F((Ker F')+) = Ran F.

Hieruit volgt dat we stelling 3.2 kunnen verfijnen tot:

3.4 Stelling

Zig S € B($) een subnormale operator, dan bestaat er een unicke orthogonale de-
compositie: $ = 9,(S) BN (S), zodat $H,(S5) en H,(S) reducerende deelruimtes voor
S zign, zodat:
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(i) Sp:= Slg, is zuiver subnormaal,

(17) Sy = S|g, is normaal.

Verder is, met D de zelfcommutator van S':

9,(5) = \/{S" D¢ ke N, ¢ € 5}, (5)
9(S) = {ney DS*n=0,kec N (6)

De ruimtes $,(.) en H,(.) noemt men de zuivere en de normale deelruimte van
$ voor de betreffende operator, en die operator beperkt tot deze deelruimtes noemt
men het zuivere resp. normale deel van de operator.

Men kan eenvoudig inzien dat de zuivere deelruimtes de kleinste reducerende
deelruimtes van de operator zijn, die het bereik van de zelfcommutator van de res-
pectievelijke operator bevatten. Uit lemma 1.9 leren we ook dat de dimensie van de
zuivere deelruimte (van zowel de hypo- als de subnormale operator) niet eindig kan
zijn (d.w.z. als ze groter is dan 0, dan is ze oneindig).

Herinner in het bewijs van stelling 3.2 het herschikkingsargument: omdat 77™ =
T*T — D weet je dat uitdrukkingen van de vorm 7™/ ™2 ™2 | [*™T™k DE in
VAT*T'DE| k1 € N,€ € H} zitten. Men kan dit ook formeel maken:

3.5 Lemma

Zij A, B € B($), n,m €N, dan geldt:

3
L
3
L

[A", B™] = A'BI[A, BB A

I
=)
.
Il
o

Het bewijs is eenvoudig:
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BEw1IS :

n—1m-—1 n—1m—1
AiBj [A7 B}Bm*jflAnfifl _ AlB] (AB . BA)BmfjflAnfifl
=0 j=0 i=0 j=0
n—1 m—1

= A'BTAB™ AT

@
Il
o
.
Il
=)

3
L
3
L

. AkBH-lABm—l—lAn—k—l

01
n—1 n—1

_ ZAi—i-leAn—i—l . ZAkBmAn—k

1=0 k=0

>
I
Il
<)

OPMERKING:

Men kan [., B] en [A, .] ook beschouwen als een vorm van afleiden (d.w.z.: de boven-
staande ‘operaties’ toepassen op operatoren heeft veel (voldoende) eigenschappen ge-
meen met het nemen van een afgeleide). Dan is dit gewoon de (niet-commutatieve)

Leibniz-formule.

Het is misschien niet direct duidelijk in welke zin dit het herschikken van stelling
3.2 veralgemeent. De bedoeling is echter om in uitdrukkingen van de vorm

AAABBBBBBABBABBBAAAABABBABABABBBAAB...[A, B]

de A’s achtereen te krijgen, en de B’s achtereen te krijgen. Als je dus in je term
begint met A"B™A!...[A, B], en je moet allemaal A’s vooraan hebben, dan gebruik
je BPAl = A'B™ -5~ ST A'BI[A, B] ..., waarbij de drie puntjes weer niet uitmaken:
je wil de monomen A’B’ toepassen op vectoren in het bereik van [A, B], en dat is
al zeker voldaan.

Hieruit volgt eenvoudig de volgende propositie:
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3.6 Propositie

Ziy T € B(9) een hyponormale operator met cartesiaanse decompositie T = X 1Y,
dan:

9,(T) = \{T*T'DEIE € $, k,1 € N}
= \{T*T'D¢I¢ € 9, k1 €N}
= \{X"'D¢ls € 9, k1€ N}
= \/{Y*X'D¢¢ € 9, k1 €N}

3.7 Voorbeeld

We gaan voor de subnormale operator uit voorbeeld 2.5 de zuivere deelruimte bere-
kenen. Uit (5) weten we:

9,(V) = \/VD=D0VDaVDe...,

k=0

waarbij ® = Ran Dy. De laatste gelijkheid geldt omdat V' een isometrie is: voor
EnmeHenkeN, [ €Ny

(VE(V*V = VVHE VRV —VV* ) = (VV = VVHEVHVFY —VIV*E)) =
(V1= 1VHE VL (VY = VV*)n) =0,

dus V*D L VFHD voor elke k € N en | € Ng. Nu werkt V), zeer eenvoudig op de
directe-som ontbinding van §),: het is gewoon de shift-operator! Merk op dat het
hier niet noodzakelijk gaat om U, , de eenzijdige shift op ¢*(N): de ruimte D kan
meerdimensionaal zijn. Als ® ééndimensionaal is (over C, dus © = C), dan hebben
we wel te doen met (?(N). *

Dit resultaat valt te veralgemenen.

3.8 Propositie (Morrel-Clancey)

Zij S € B($) een zuivere subnormale operator met zelfcommutator D van rang 1,
dan is S unitair equivalent met aU, + B1, voor a € RS, 3 € C.
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BEw1JS :
Omdat ® = D$ ééndimensionaal is, bestaat er een eenheidsvector ey en een con-
stante o« > 0 zodat

D¢ = a*(¢, e)en,
voor een elke £ € §).

(® is eendimensionaal, dus bestaat er een eenheidsvector ey, zodat D& =
o(&)eq, voor een zekere (lineaire!) functionaal ¢. Uit de stelling van
Riesz! weten we dat er een vector 1 bestaat, zodat ¢(¢) = (£,n). Nu
moet 7 € (Ker ¢)t = (Ker D)+ = Ran D* = Ran D, dus is n = 9o met
v € Cy. Omdat D positief is, moet v € R*, immers RT 3 (D¢, &) =
E €0} (e, €) = 1I{E, eo)?. Neem mu a = 11/2)

Uit lemma 3.3 weten we dat er een 3 € C bestaat zodat S*ey = [e.

Definieer nu V' = o (S — 1) en e, = V", n € N. V is dan ook zuiver
subnormaal, dus zal $ = \/{e,| n € N} wegens stelling 3.4. Er geldt V*e¢y = 0. Uit
de vergelijking (V*V — VV*)£ = (£, ep)ep, die geldt voor alle € € $, halen we per
inductie dat V*e,1 1 =e€,, n = 0:

V*61 = (V*V — VV*)GO = <€0, €0>€0 = €p,
V*eni1 —en = (VV = VV*e, = (e, en)eo = (g, Veg)eg = (V¥ey, Vi leg)eg = 0.

Er geldt dus voor i < j:
(ei,e5) = (Vieo, ) = (eo, €j-i) = (V'eo, €j—i—1) =0,

zodat {e,}, een orthonormale basis is voor $). Duidelijk is V' = U, tegenover deze
basis. .

1Stelling (Riesz)[15]
Voor elke continue lineaire functionaal ¢ op een Hilbertruimte $) bestaat er een n € $ zodat

¢ = <"77>'
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34 Het Halmos-Bram criterium

Het Halmos-Bram criterium is zeer belangrijk. Het is dan ook op zeer veel plaatsen
te vinden. Ik volg [9]. Het werd voor het eerst bewezen (met een tweede eis erbij)
door Paul Halmos in 1950. Joseph Bram vereenvoudigde de hypothese in 1955, door
te bewijzen dat de ene eis de andere impliceert. In 1990 bewees Szymanski dat de
omgekeerde implicatie ook geldt. Dit levert ons volgend lemma:

4.1 Lemma

Zij A een operator op §. De volgende uitspraken zijn equivalent:

(,L) Als 50751, s 7€n € ~6; dan

D (Mg, AR = 0. (7)
j.k
(i) Er bestaat een constante ¢ zodat voor elke &y, &y, ..., &, € $:
D (AT ARGy < e (A, AR, (8)
J.k 3.k

BEwLIS :

(1) Merk eerst op dat het volstaat aan te nemen dat ||A]| < 1.

Inderdaad, voor een willekeurige constante p > 0, zij A; = p~'1A en
M = p~*&. Dan:

Z<A{fk,Alffj> = Z(Ajﬁk,AkUj>

Jik gk

en

Z(Aji+1€k’ A]f+1§j> = p_2 Z(Aj+1nka Ak+1nj>7
7.k

j?k

dus (i) en (ii) gelden voor A enkel en alleen als ze gelden voor A;.
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Neem vervolgens slechts 2 vectoren in vergelijking (8), £, = 0 en &; willekeurig.
Het is dan duidelijk dat de constante c in kwestie moet voldoen aan ¢ > || A]|?.
We mogen dus aannemen dat ¢ > 1, vermits vergelijking (8) geldig blijft voor

grotere waarden van c.

Zij M = $>) (dit zijn de rijen (£,)nen van elementen van §), zodat (|[&,]]). €
(*(N)), en zij & de verzameling van al de rijen in 90 die op slechts eindig
veel plaatsen verschillen van 0. Zij M = (A*A%);, op R;. Voor elke £ =

(0.1, --,60,0,0,...) € R geldt
IMENP = ZII(Mé)jll2

= DY AtAg?
7 k
< SOl el
k

J
< Q1A le?)
ik k
< (=A™
Omdat ||Al| < 1,is M& € M. M kan dus uitgebreid worden tot een begrensde
operator op IN.
Merk op dat (M, €) = 32, (476, A%) = 52, (A6, AMg) + (76, AR )+
Zj(Ajgj, AV¢;) € R, dus M is zelftoegevoegd. Om vergelijking (7) aan te to-
nen, moeten we bewijzen dat M positief is. Nu geldt
(ACIMAIE €)= Y (AT, AFIE),
gk
zodat A)* M A(>) < ¢M door vergelijking (8). We kunnen deze ongelijkheid
verderzetten:
(ACI2MARE &) = (AP MALD) A, A
(MA®)g, AX)
(Mg, ).
Zo verdergaan leert ons dat (ME,€) > ¢ (A M AIE €Y voor elke € €
9, maar vermits ¢ > 1, is (¢™™),, een begrensde rij. Ook geldt || A()*" M AI|| <
| A||?™[| M| en dit laatste convergeert naar 0 voor n — oo omdat ||A|| < 1. Dus

0 = lim(cT™(ACImMACIE €)) < (MEE)

n

<
<

en (i) is bewezen.
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() We nemen weer aan dat ||A]| < 1, en zij &, 9 en M als hierboven. We
weten al dat M een begrensde zelftoegevoegde operator is, en dat vergelijking
(7) equivalent is met het feit dat M positief is. Definieer B := A op
M. Voor £ € M geldt: (B*MBE); = A*(MBE); = A*Y., A*AI(BE)), =
A* S0 ARATTLE Dus

IB*MBE|> = Y AT AR
=0 k=0

= YAy At ag?
k=0

j=1
< SIS At
=1 k=0

< llagl?

We vinden dat (B*M B)* < M? (door de normongelijkheid te vertalen als een
scalair product-ongelijkheid en de (zelftoegevoegde!) operatoren naar hetzelfde
lid te brengen). Omdat zowel M als B*M B positief zijn, volgt hieruit dat
B*MB < M (dit wordt bewezen in appendix A), ofte (M Bx, B) < (M, €)
voor iedere £ € M. Als we dit uitschrijven krijgen we

Z<Aj+1§kuAk+1€j> < Z<Aj§k7Ak§j>a

j7k ]7k

hetgeen (i7) is met ¢ = 1.

Dit technische lemma stelt ons in staat om een karakterisatie van subnormale
operatoren te geven:

4.2 Stelling (Halmos-Bram)

Een operator S € B($) is subnormaal asa

Z<Sj£k7 Sk£j> 2 07 (7)
i,k

voor elke eindige set {&o,&1,...,&} C 9.

BEw1LIS :
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(=) (7) volgt direct uit berekening (2).

(«) Uit Lemma 4.1 weten we dat ook Y. (S7H&,, S*71¢;) < e300 (976, S*¢))
geldt, voor een zekere c. We moeten nu een normale operator N vinden op
een ruimte 8 O §) zodat N|g = S. Zij K, weer de verzameling van de rijen in $)
die op slechts eindig veel plaatsen verschillen van 0. Definieer een sesquilineaire

vorm op K; door
[En] = > (S*, ),
gk
voor alle § = (§o,&1,...) en n = (no,m,...) in K. (7) vertaalt zich dan in
[€,€] = 0. Definieer nu

Ro = {£e (¢ =0}

Ry is een gesloten deelruimte van £:

e 0=1(0,0,...) € Ry
e LER =N €ERy: (A& AE] = AP, €, VA e C
e {,neE R =E+neE Ry

[€+n,&+n] = [ & + [n,n] + 2Re([€,n]) < 2[[€,n]] < 2v/[&,€E]n,n] =0,

waarbij we de ongelijkheid van Cauchy-Schwartz gebruikt hebben in de

voorlaatste stap.

o Zij (£4)q een net in Ry dat convergeert binnen £;, dan is lim, &, € Ry,
omdat een limiet door een eindige som en het scalair product schuift.

Zij nu £ € Ry en n € K willekeurig. Dan leren we uit de ongelijkheid van
Cauchy-Schwartz dat |[¢,n]]* < [€,€][n,m] = 0, dus dan [¢,n] = 0. Hieruit
volgt dat

€+ Ro,n+Ro] = [¢,1)]

een goed gedefinieerde sesquilineaire vorm is op £;/8y. Door de constructie is
dit zelfs een scalair product.

Zij nu R de vervollediging van £ /Ry, tegenover de norm gedefinieerd door dit
scalair product. Definieer een functie Ny op £ door (No&)r = S&. Ny is dan
lineair en [No&, No&] = 37, (S*F1E;, 5711&,) < c[€,€]. Dus Nofo C R en Ny
induceert dus een begrensde operator N op K, gedefinieerd door N (£ + Ry) =
No& + Ro.
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De bewering is nu dus dat N normaal is, en dat $) ingebed kan worden in K
zodat $) een invariante deelruimte voor N is. Om in te zien dat /N normaal is,
definieer een operator Ay op £ door (Ap€)o = 0 en (Agé)x = &1 voor k > 1.
Nu geldt voor alle £ € R;:

[Aog, Aol = YD (S*(A€);, S (Ao)w)

520 k>0

= 3 S (shte, 5

520 k>0

< €)Y (5%, 9)

720 k>0

= ¢

Dus Ay induceert een begrensde operator A op K. Nu geldt voor alle £, 1 € R;:

€, Apn] = Z<S’“£j,6‘j<Aon>k>

7,k
= > (5%, )

J20 k21

= DD (SF T (No)s i)

720 k21

= [N0£7 77]7

dus Ag = Nj = A = N*. N, is normaal, dat is nu gemakkelijk na te gaan:
(NgNof)o =0= (N(]Ngg)o en voor k = 1: (N(TNOg)k: = (Nog)k,1 = Sék,1 en
(NoNG&)r = S(NGE)r = S€k—1. Dus ook N is normaal.

Beschouw nu voor elke £ € § de rij € = (£,0,0,...) € &;. £ — & is dan een
isometrische inbedding van $ in K. Dit leidt tot een inbedding van $ in R,

die invariant is voor N en waarvoor N|g = S.

|
Door lemma 4.1 kunnen we eenvoudig een equivalent criterium formuleren:
4.3 Stelling
Een operator S € B($) is subnormaal asa
D (AT AN <o) (AT, ARE), (8)
gk Jk
voor een zekere ¢ > 0, en elke eindige set {&y,&1,...,&} C 9.
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Een ander equivalent van het Halmos-Bram criterium werd bewezen in [5].

4.4 Stelling

FEen operator S € B(9) is subnormaal asa

> B;S*tSB, > 0 (9)

j?k

voor alle By, By, ..., B, € C*(S).

BEWI1JS :
Omwille van stelling 4.2 is het voldoende te bewijzen dat vergelijkingen (7) en (9)

equivalent zijn.
e ()= (9

Zij By, By, ..., B, € C*(S). Voor elke £ € 9, noem &, = Bi&. Invullen levert
het gevraagde.

* (9) = (7)

Omdat elke operator de directe som is van *-cyclische operatoren, is het vol-
doende vergelijking (7) te bewijzen als S *-cyclisch is. Zij dus n een *-cyclische
vector voor S, dus § = C*(S)n. Zij By, By, ..., B, € C*(S), dan volgt uit (9)
dat (7) geldt voor & = Byn. Maar aangezien (7) dus geldt voor een dichte
deelverzameling, geldt ze voor heel §.

OPMERKING:
Hieruit volgt nog maar eens dat subnormale operatoren hyponormaal zijn: neem

n =1, By=—S5* B; =1, dan krijgen we:

SS* -85 -854+85S > 0

Operatorenalgebra’s zijn C*-algebra’s, en in operatorentheorie tracht men dan
dan ook definities te veralgemenen voor elementen van willekeurige C*-algebra’s.
Dus in de definitie mag geen sprake meer zijn van de ruimte waarop de operatoren
werken. Hoewel dit voor normale en hyponormale operatoren eenvoudig is (er is
immers gewoon een conditie op het element en zijn toegevoegde), is dit voor sub-

normale operatoren dus niet zo triviaal: de ruimte waarop de operator werkt moet
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immers uitgebreid kunnen worden. Dit probleem wordt echter opgelost door vorige
stelling:

4.5 Definitie

Zij A een C*-algebra en a € A. Men noemt a subnormaal als
voor alle by, by, ..., b, € C*(a).

" b;fa*kajbk >0

Hieruit leren we ook dat subnormaliteit behouden blijft onder *-homomorfismen:

4.6 Eigenschap

Zij Ay en Ay C*-algebra’s. Zij ¢ : Ay — Ay een *~homomorfisme, en zij a € Ay
subnormaal. Dan is ¢(a) ook subnormaal.

Mary Embry heeft ook een gewijzigde vorm van Halmos-Bram bewezen [14]:

4.7 Stelling

Een operator S is subnormaal asa

D (G, STRG) >0,

j?k

voor elke eindige set {&,&1,...,&n} C 9.

BEw1LIS :

(=) Eenvoudig, pas immers het Halmos-Bram criterium toe op de vectoren 7; =

S

(<) Helemaal analoog als in lemma 4.1 kunnen we bewijzen dat er een ¢ > 0
bestaat zodat voor elke eindige verzameling {&g, &1, ..., &}

Z<Sj+k+1£k7sj+k+1€j> < CZ<Sj+k€kaSj+kfj>-
7,k

Jk

Zij nu weer R; de verzameling van de rijen in $) die op slechts eindig veel

plaatsen verschillen van 0. Definieer een sesquilineaire vorm op £, door

€n] =) (STTRe, STy,

j?k
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voor alle & = (&,&1,...) en n = (no,m,...) in K. Dan zal dus [£,€&] > 0.
Definieer weer

Ro = {£e (¢ =0}

Zij R weer de vervollediging van K/, tegenover de norm gedefinieerd door
het scalair product, afgeleid uit bovenstaande sesquilineaire vorm. Definieer
een functie Ny op £ door (No&)r = S&. Ny is dan lineair en [No&, No&] =
D0 R(STHIHLE STHHLG) < cf€,€]. Dus Ny induceert dus een begrensde ope-
rator N op K. Definieer ook een operator Ay op K door (Ap€)y = 0 en
(Ao€)r = &k—1 voor k > 1. Ay induceert ook een begrensde operator A op K.

Op R geldt (NoAoé)r = S(Ao&)r = S&—1 en (AoNo&)k = (No&)k—1 = SE&—1,
zodat NA = AN. Verder geldt ook

[No&, Nom] = Z<Sj+k+1§j75j+k+lnk>
g,k

- Z<Sj+k§jvsj+k77k—1>
g,k

= [57 Aon]a

zodat A = N*N. Hieruit, en uit NA = AN, volgt dat N quasinormaal is, en
dus subnormaal. (voorbeeld 2.6)

Beschouw nu voor elke £ € $ de rij £ = (£,0,0,...) € Ry. £ — ¢ is dan
een isometrische inbedding van $ in £;. Dit leidt tot een inbedding van $ in
R, die invariant is voor N en waarvoor N|g = S. Dus er bestaat een ruimte

L D R D H en een normale operator M op L zodat M|y = S. S is dus

subnormaal.
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85 Norm en spectrum

Van normale operatoren zijn vele eigenschappen bekend. Aan de hand hiervan
probeert men ook eigenschappen van de sub- en de hyponormale operatoren te
weten te komen. Hier een eigenschap die gewoon blijft gelden:

5.1 Eigenschap [22]
Voor een hyponormale operator T' geldt: r(T) = ||T.

BEw1LIS :

Zij T' een hyponormale operator. Vermits

I77¢)* = ("€, T"¢) = (T*T"E,T"7'¢) < T TELIT"¢]
< T HELNTEN < (TSN

voor elke vector &, is ||[T™[]2 < || T |71

We bewijzen nu de gelijkheid ||T™] = ||T||* per inductie. Duidelijk is deze
gelijkheid waar voor n = 1. Stel nu dat ze waar is voor elke £k met 1 < k£ < n,
dan kunnen we bovenstaande ongelijkheid herschrijven als ||T'||?" < ||[T""Y|.||T||"*,
waaruit we halen dat ||T']|"" < ||T""!||. De omgekeerde ongelijkheid geldt voor elke
operator, dus is de inductiestap bewezen.

Uit de formule voor de spectrale straal vinden we dan het te bewijzen. i

5.2 Lemma [25]

Zij T een hyponormale operator.
(i) Als X\ € 0,(T) dan X € a,(T™).
(i1) Als X € 04p(T) dan X € 04,(T™).
(1i1) Eigenruimten reduceren T, en de beperking van T tot eigenruimten is normaal.
(iv) Als T zuiver is, dan is 0,(T) =0
)

(v) Eigenruimten behorende bij verschillende eigenwaarden zijn orthogonaal.
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(vi) ZigA # pu € 04p(T) en (&n)n, (Mn)n Tijen eenheidsvectoren in §) zodat | TE, — A&, ||
en || Tn, — un|| naar 0 convergeren, dan (&,,m,) — 0.

BEWI1JS :
(1)&(ii) T — M is hyponormaal, dus ||T* — A1|| < |7 — A1

(731) volgt eenvoudig uit (i) en het feit dat de vermenigvuldiging in C commutatief
is.

(1v) direct uit (i7i)
(v) Zij A\, pp € 0,(T") en &,n € $ bijhorende eigenvectoren, dan

M&m) = (T&,n) = (&, Tn) = u(,n).

(i) A =)&) = KAL=T)&n, 1) + (&, (T — fil)1) |
— 0

Voor een subnormale operator kan men dankzij eigenschap 1.13 nog een ander
soort spectrum definiéren:

5.3 Definitie

Zij S een subnormale operator. We definiéren het normale spectrum van S als het
spectrum van de minimale normale uitbreiding van S. Notatie: 0,(S). p,(S5) is dan
het complement van o,(.5). A

5.4 Eigenschap [9]
Zig S € B(9) een subnormale operator.
(1) an(S) € a(5),

(17) 04p(S) C 04p(N), met N de minimale normale uitbreiding van S.

BEw1JS :

(i) Zij N € B(Rf) de minimale normale uitbreiding van S. We moeten dus aan-

tonen dat als N—A\1 niet inverteerbaar is , dat S—A1 dan ook niet inverteerbaar
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is. Vermits NV — Al een normale uitbreiding is van de subnormale operator
S — A1, is het voldoende te bewijzen dat N inverteerbaar is, gegeven dat S
inverteerbaar is. Zij N = [ zdE(z) de spectrale decompositie van N, € > 0
en 9 = FE(B(0,€))R. Dus voor £ € M, n € §H en voor alle k > 1:

[(Eml = (6,587 )| = K&, N*S™ )| = [(N*FE, S7Fn)]
< NS0l < € ISHFIEN -

De laatste ongelijkheid geldt wegens:

|NEE] = [NFE(BO, )] = [1(f, ) 2 dE() (E(BO, )]
o 2 AEENEN < | S0y 2 AEC)-lEN < X1l

Voor € < ||S7Y|™" moet dus (£,n) = 0. Dus M L $ als e < [|S7Y|7Y,
zodat dan § C 9. Nu het is eenvoudig in te zien dat 9% een reducerende
deelruimte voor N is (E(A) commuteert met N en N* voor elke meetbare
verzameling A), dus M+ ook. Maar N is minimaal, dus 9 = (0). Nu is voor
een normale operator het spectrum gelijk aan het benaderend puntspectrum
(0(N)\ 04p(N) = 0), en we hebben net aangetoond dat 0 & 04,(N), dus is N

inverteerbaar.

Zij A € 04,(S), en zij (&), een rij (in $), zodat lim, . [|(S — A1)&,|| = 0, dan
is ook lim,, . [[(N — A1), || = 0.

Een eenvoudige eigenschap die we nu ook eenvoudig kunnen bewijzen:

5.5

Eigenschap [9]

Zig S € B(9) subnormaal en o(S) C R, dan is S zelftoegevoeyd.

BEwiJs :
Zij N € B(R) de minimale normale uitbreiding van S, dan is ¢(N) C ¢(S) C R dus
N = N*. Maar dan is elke invariante deelruimte van K ook reducerend, dus ook $.

Door de minimaliteit van N weten we dan dat $ = K en dus moet S = N, dus S is

zelftoegevoegd. |

Voor elke operator A € B($)) is het numerisch bereik W (A) gedefinieerd als:
W(A) = {{(A,&)] € € 9, ||€]| = 1}. Er geldt dat W(A) steeds (dus voor elke
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operator A) een begrensde convexe deelverzameling van C is. Ook geldt steeds dat

a(A) CW(A).

Noteer voor elke deelverzameling A C C met co(A) de convex omhullende van
A (dit is de kleinste convexe verzameling die A omvat). Voor elke normale opera-
tor N geldt dat W(NN) = co(o(N)). (Deze drie eigenschappen van het numerisch
bereik zijn terug te vinden in [30].) Volgende eigenschap zegt dat dit ook zo is voor

subnormale operatoren:

5.6 Eigenschap [22]

Zig S een subnormale operator, dan is W(S) = co(a(95)).

BEwWLIS :
Zij N de minimale normale uitbreiding van S, dan geldt

W(N)

Il
o
o
—
Q
—
=
N—

N 1N 1N
=
=2

Waarbij de laatste inclusie triviaal volgt uit de definitie van numerisch bereik. Nu

moeten dus alle inclusies gelijkheden zijn, zodat inderdaad W (S) = co(a(.5)). i

Met behulp van eigenschappen 5.1 en 5.4 en het spectral mapping theorem kun-
nen we een nuttig lemma bewijzen:

5.7 Lemma [4]

Zij N de minimale normale uitbreiding van een subnormale S.
(1) Zij p een polynoom in één complexe veranderlijke, dan is ||p(S)| = ||[p(N)]].

(i7) Zij A & o(S) dan is ||(S — A1)~ = [|(N — AD)~"].

BEw1JS :

(i) Vermits o(N) C o(S), zal zeker p(a(N)) C p(a(S5)), dus a(p(N)) C a(p(9)).
Hieruit volgt:

PN = r(p(N)) < r(p(5)) < lp(9)];

maar triviaal geldt ||p(S)] < [|[p(NV)||, dus gelijkheid volgt.
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(1) We weten al dat N — A1 inverteerbaar is als S — A1 inverteerbaar is, en vermits
(0(A))™! = (A1) voor elke begrensde inverteerbare operator A, kunnen we

het bewijs verder zetten als hierboven.

We kunnen een nauwkeuriger resultaat formuleren i.v.m. het spectrum van een

subnormale operator. Dit werd bewezen in [4]. We voeren eerst een begrip in:

5.8 Definitie

7ij V een compacte deelverzameling van C, dan noemen we de begrensde componenten
van V¢ ‘de gaten van V. A

5.9 Stelling

Zij N de minimale normale uitbreiding van de subnormale S. o(S) is de unie van

o(N) en een aantal gaten van o(N).

BEWI1JS :
We bewijzen eerst dat o(S) C o(N)UH(N), waarbij H(N) de gaten van o(N) zijn.
Vervolgens tonen we aan dat een gat van o (V) ofwel bevat is in o(.5), ofwel disjunct

ervarn.

e Zij A€ o(N)UH(N). Dan is f(z) := (2 — A)~! continu op (N) U H(N) en
analytisch op zijn inwendige. Dus, door de stelling van Mergelyan? bestaat er
een rij van polynomen (p,,), in z zodat p,(z) — f(z) uniform op o(N)UH(N).
Dus zal ||p,(N) — (N — A1)7!| — 0, dus (p,(N)), is een Cauchyrij (voor de
normtopologie). Door lemma 5.7 is (p,(5)), ook Cauchy en convergeert naar
een zekere R. Vermits nu ||p,(N)(N — A1) — 1| en |[(N — A1)p,(N) — 1|| naar
0 convergeren, zullen [|p,(S)(S — A1) — 1| en ||(S — AL)p,(S) — 1|| ook naar
0 convergeren, zodat R(S — A1) = (S — AR =1 = A& o(9).

o Uit eigenschap 5.4 weten we al dat o(N) C o(5) en 04,(S) C 04p(N). Zij nu
G een gat van o(N). Stel Gy := G\ 0(5) en Gy := GNo(S). We beweren nu
dat GG en G5 allebei open zijn, maar vermits deze twee verzamelingen disjunct
zijn en hun unie samenhangend is, zal dit impliceren dat een van de twee leeg

2Stelling (Mergelyan)[31]
Zij K C C compact, zodat K¢ samenhangend is, en zij f een functie die analytisch is op het

inwendige van K, dan bestaat er een rij van polynomen die uniform naar f convergeert op heel K.
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is. Vermits G open is en o(S5) gesloten, zal G open zijn. Zij nu A € G5, dan
is al zeker A € o(N), dus A & 04,(N) en A & 04,(S5), waaruit we dan weer
halen dat A niet op de rand van van o(S5) ligt. Maar A\ € Gy C ¢(S5), dus A
zit in het inwendige van ¢(.S). Dus G is in feite de doorsnede van G met het
inwendige van o(S5), allebei open verzamelingen, dus ook G is open.

5.10 Voorbeeld

We gaan bovenstaande stelling eens nagaan voor de éénzijdige shift op ¢?(N). Uit
voorbeeld 1.3 weten we al dat deze subnormaal is met als minimale normale uitbrei-
ding de tweezijdige shift op (*(Z).

We berekenen het spectrum van de eenzijdige shift U;. Omdat ||U,|| = 1, zal al

zeker o(U,) C B(0,1). We berekenen nu Ro(Uy.),

A€ Ro(Uy) < Ran (M —U,) # *(N)
& AV (n,(M=U)E) =0
& IAOVE: Y m(AG—&a) =0
i>0
& dn#0,V¢: Z(j\ﬁi — Nis1)& = 0
i>0
IMAOVieN: Ay =i
In£0VieN: n =N

& Z I\* < o0,

120

Tt ¢

dus Ro(Uy) = B(0,1). Omdat B(0,1) C o(U;) C B(0,1), en het spectrum altijd
compact is, weten we (U, ) = m

De minimale normale uitbreiding van Uy is de tweezijdige shift U,_. We zoe-
ken hiervan het spectrum. Omdat U unitair is, zal al zeker o(U) C T, met
T ={\A e C| |\ =1}. Zijnu X € T, we beweren dat A\l — U niet surjectief is. Kies
een v € T zodat A\+v # 0enzij& = (...,0,0,v,0,0,...). Stel er bestaat een n zodat
§ = (A1-U;)n. dan moet voor alle i: & +n;_1 = A1p;. Dan geldt voor alle plaatsen
links van de v in £, zowel als voor alle plaatsen rechts ervan, dat || een constante
is, en omdat de rij kwadratisch sommeerbaar moet zijn, moet deze constante 0 zijn
voor beide helften. Maar dit kan duidelijk niet. Dus o(U;) = T.

Dit is dus een mooie illustratie van stelling 5.9. Merk op dat we door deze

stelling toekomen met een van de twee spectra te berekenen. Als we het spectrum
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kennen van U, en we weten dat o(U;) C T, dan moet gelijkheid gelden, anders zou

o(UL) geen gaten hebben, en dus zou o(U;) # B(0,1). Omgekeerd, als we weten
dat o(U[) =T, dan is het voldoende om voor én punt A uit B(0,1) na te gaan of

Al — U, inverteerbaar is, om te concluderen of nu o(U,) =T of B(0,1). *

5.11 Propositie [5]
Zij S € B($)) een subnormale operator, dan is X € p,(S) asa er een o > 0 bestaat

zodat:

N BiSI(S —AL(S —ADS'B; > a Y BiSYS'B, (10)

i,j=0 i,j=0

voor alle By, By, ..., B, € C*(S).

BEW1JS :
Zij N € B(R) de minimale normale uitbreiding van S. Omdat voor een normale
operator geldt dat het spectrum gelijk is aan het benaderend puntspectrum, weten

we dat

NEpu(S) & A€ p(N)
& N — Al is langs onder begrensd
& Ja > 0zodat ||(N — ADE|? > al|€]]*voor alle € € §.

We weten dat & = \/{N*¢| £ € 9,5 € N}. Dus XA € p,(S) asa er bestaat
een o > 0 zodat [|[(N — A1) Y0 N &|1> = af Do, N*& ||, voor elke eindige
verzameling {&o, &1, ..., &} C 9. We kunnen deze laatste ongelijkheid herschrijven:

(N = A1) Y N9g, (N =AY NYg) > o) N9g, Y N7g)
j=0 =0 Jj=0 i=0

n

D (N = AN, (N = ANIE) ad (N, NIE)

i,j=0 i,j=0

n

D (S = AD)SE, (S — AL SIE) a (5, 5E). (11)

i,j=0 4,j=0

Vo &=

We weten dus al dat A € p,(S) asa (11) geldt voor een a > 0 en elke eindige
verzameling {&o, &1 ...,&,} C 9.
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Zijnu & € 9, zij dan & = B;¢ voor 0 < i < nen B; € C*(S). We krijgen dan

(Y BrSY(S — ALY (S = M)S'BiE,€) > a(d  BrSTS B¢,

i,j=0 1,j=0

wat we moesten bekomen.

Voor de omgekeerde implicatie is het weer voldoende om aan te nemen dat S
*_cyclisch is (zie het bewijs van stelling 4.4. Zij dus n een *-cyclische vector voor S,
dus $ = C*(S)n. Zij Bo, By, ..., B, € C*(S), dan volgt uit (10) dat (11) geldt voor
& = Bgn. Maar aangezien (11) dus geldt voor een dichte deelverzameling, geldt ze

voor heel §). 1
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§ 6 Cyclische subnormale

operatoren

Het eerste deel van deze paragraaf komt uit [9].

6.1 Lemma
Zig S een cyclische subnormale operator op £, met cyclische vector €, dan is de
minimale normale uitbreiding N van S (op R) *-cyclisch, en & is een *-cyclische

vector voor N.

BEWI1JS :
We weten 9 = \/{5™¢| n € N}. Zij M = \/{N*""N"¢| n,m € N}, dan is 9 een
reducerende deelruimte voor N die $) omvat (omdat N"¢ = S"¢). Dus M = R. g

6.2 Definitie

Zij A een operator op 9, £ € §, en K een compacte deelverzameling van C die o(A)
bevat. Men noemt £ een Rat(K)-cyclische vector voor A als {u(A)¢| u € Rat(K)} =
$. Ais dan een Rat(K)-cyclische operator. A

Herinner de operator N,: vermenigvuldiging met de identieke functie op L*(K, u),
voor een zekere K C C. We gaan het resultaat: Elke *-cyclische normale operator is

equivalent aan N, voor een zekere maat p uitbreiden naar subnormale operatoren:

6.3 Stelling

Zij S € B($)) een subnormale operator met minimale normale witbreiding N € B(R).
Stel dat S een Rat(K)-cyclische vector & heeft, dan bestaat er een unieke maat p op

K (met compacte drager) en een isomorfisme U : & — L*(u) zodat:
(i) US = R*(K, p);

(i) UE=1;

(iti) UNU™" = N,;
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(iv) V :=Ulg is een isomorfisme van $ naar R*(K, ) en VSV = Ny|p2(k -

BEW1JS :

Bekijk £ := \/({N*""N*¢|n,k € N}). L is een reducerende deelruimte van & voor
N. Ook geldt $ C £; immers \/{z"2*|n,k € N} = C(K) door de stelling van
Stone-Weierstrass®, en vermits Rat(K) C C(K), geldt u(S)¢ = u(N)¢ € L.

S F
(Bekijk de matrixdecompositie N = ( 0o ) Omdat voor een veel-
y . _ [ p(S)
term p in één veranderlijke geldt p(N) = 0 % | zullen ook veel-

termen in S subnormaal zijn. Omdat voor alle operatoren A, B, C' ook
-1
—1  _ A-1p-1
geldt: ( 1(;1 g ) = ( AO ACBIC’ ), als de inversen bestaan,
bekomen we voor alle v € Rat(K): u(S)€ = u(N)E, voor elke € € 9.)

Dus £ = & en £ is een *-cyclische vector voor N. Bijgevolg bestaat er een unieke
maat £ (met compacte drager) en een isomorfisme U : & — L*(u) zodat U¢ = 1
en UNU™' = N, ((i) en (i4i)). Uit de stelling van Fuglede-Putnam?* volgt dus
dat ook UN*U~! = N;. Voor elke veelterm p in twee variabelen geldt dus dat
Up(N, N*) = p(N,, N;)U, zodat ook Up(N) = ¢(N,)U voor elke continue functie
¢. Dus voor u € Rat(K) C C(K): Uu(S)§ = Uu(N)& = u, en als we nu hiervan
limieten nemen vinden we (i) terug, en (iv) volgt hieruit ook onmiddellijk. 1

Zij P*(p) de L?(p)-sluiting van de veeltermen. We definiéren voor elke maat p
met compacte drager de operator S, : P*(u) — P*(u) : p — 2zp. We krijgen dan
het eenvoudige gevolg:

6.4 Gevolg

S is een cyclische subnormale operator asa S unitair equivalent is aan S,, voor een

zeker maat p, met compacte drager, op C.

3Stelling (Stone-Weierstrass)[30]
Zij X een compacte Hausdorffruimte en A een gesloten deelalgebra van C'(X) zodat de constante
functies tot A behoren, f € A= f € A en A de punten van X separeert, dan is A = C(X).
4Stelling (Fuglede-Putnam)[22]
Zij N en M normale operatoren op resp. ) en Ren zij V : § — K een operator zodat VN = MV,
dan is ook VN* = M*V.
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BEw1IS :
Rat(C) = P*(u). '

6.5 Iets over onbegrensde operatoren

In de volgende stelling zullen we ‘onbegrensde’ (niet noodzakelijk begrensde) func-
ties integreren t.0.v. een spectrale maat. Dit geeft aanleiding tot onbegrensde
operatoren. Dus eerst een woordje uitleg. Voor de details, zie [30].

Zij A een lineaire afbeelding (dus niet noodzakelijk continu) van een dichte deel-
ruimte ®(A) C $ (het domein van A) naar  (met § een Hilbertruimte), dan is A
een (onbegrensde) operator.

Zij n € $ zodat er een v, bestaat zodat voor alle £ € 9: (A&, n) = (&, v,). De
verzameling van al dergelijke ’s noemen we ®(A*). Als deze verzameling dicht is,
definiéren we een operator op D(A*) : A*n = v, de toegevoegde van A. Dit is een
beetje delicater dan in het begrensde geval, en in het algemeen geldt nu niet meer
(A")* = A.

Zij E een spectrale maat op een Hilbertruimte $ en f een meetbare functie.
Dan kan bewezen worden dat ©y = {& € 9| [|f(2)]?d(E(2)&, &)} een dichte deel-
verzameling is van ). We kunnen een operator [ fdE definiéren, met domein Dy,
door een rij van begrensde functies (f,,), te nemen die naar f convergeert, en de
limiet van [ f, dE te bekijken. We noteren deze operator ook f(A), waarbij A de
operator [ zdE is.

Een operator A noemen we gesloten, indien {(£, AS)| £ € D(A)} gesloten is in
H & $H. Een nuttige stelling hierover:

6.5.1 Stelling

Zij A een operator, dan is A* (als deze bestaat) gesloten.

Hieruit volgt dat elke integraal van een meetbare functie f (t.0.v. een spectrale

maat E) gesloten is, immers:

/de = (/de>*.

Een interessante stelling is ook:
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6.5.2 Stelling

Ziy f een meetbare functie en E een spectrale maat op een Hilbertruimte §, dan zijn

de volgende witspraken equivalent:
o [fdE € B(®)

o [ is F-essentieel begrensd

[ ] @f = ,6
De rest van de paragraaf is afkomstig uit [38].

6.6 Stelling

Zij S een subnormale operator op $) met cyclische vector £. Zij T € B(9) zodat T
commuteert met S, dan is T subnormaal. Ook bestaat er dan een meetbare functie
pr € P®(n) = P*(u) N L>(u) zodat T = pr(N)|gs, waar N € B(R&) de minimale
normale witbreiding is van S en p de scalaire spectrale maat van N behorende bij .

BEW1JS :

Omdat 9 = \/{5"¢| n € N}, bestaat er voor elke T¢ € §) een rij polynomen (p,),
zodat T¢ = lim,,_o pn(S)¢ (in de normtopologie). Vermits p,,(5) = p, (V)€ voor
elke n, geldt

/ Pu(2) — PP du(z) — 0,

als m,n — oo. Dus bestaat er een functie pr € P?*(u) zodat p, — pr. Dus
Pn(S)€ = pn(N)E convergeert zowel naar T¢ als naar pr(N)E, zodat T = pr(N)E.

Merk op dat, omdat pr € P*(u), £ € D,,. Omdat nu T commuteert met S,
krijgen we dat voor elke polynoom p:

Tp(S)§ = p(9)T¢

(N)pr(N)E
r(N)p(N)§
= pr(N)p(5)¢,

= D
p

zodat p(S)¢ € ®,,. Nuis pr(N) een gesloten operator, en omdat

{p(S)&| p een polynoom} = $,
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moet D, D 9. Zij dus nun € 9, en zij (¢,), een rij polynomen zodat ¢,(S)§ — 1,
dan convergeert pr(N)g,(S)¢ = T'q,(S)E naar Ty en naar pp(N)n, zodat pr(N)n =
Tn, voor alle n € $. (dit leert ons ook pr(N)"n =T"n, voor alle n € Nen n € 9)

Bekijk nu Mt = \/{pr(N)"n|n € H,n € N}, dan zal  C M C K. Dan is, omdat
N en N* commuteren met pp(N)*, voor elke n, 9t een reducerende deelruimte voor
N. Dus M = K.

Voor elke eindige collectie 11,12, ...,n, in $ hebben we nu:
S AT 0, T ) = D (pr(N) 1, pr(N) ™)
m,n=0 m,n=0

Z pr(N)"ny,
n=0

= 0,

Zodat uit het Halmos-Bram criterium 4.2 volgt dat 7" subnormaal is.
Uit Lemma 4.1 weten we ook dat er een constante ¢ bestaat, zodat
T

D AT, T ) < e > (T, T )

m,n=0 m,n=0

N

T

> pr(N)" g pr(N)™ ) ¢ Y pr(N) i, pr(N) ™)

m,n=0 m,n=0

VAN

T

pr(N) Y pr(N) ™,

n=0

VAN =2

C

Y

Z pr(N)"n,
n=0

waaruit we kunnen besluiten dat pr(IN) begrensd is op een dichte deelverzameling
van R, en omdat pr(N) gesloten is, op heel R. pr is dus een element van L>®(u). g

Hieruit halen we eenvoudig dat als T" een operator is die commuteert met een
cyclische subnormale S zowel als met S*, dat T noodzakelijk normaal is. Immers,
dan commuteren T en 7™ met S, en zijn dus allebei subnormaal. Omdat ze allebei
dan ook hyponormaal zijn, is T' normaal. Als we dit combineren met de stelling van
Fuglede-Putnam (zie voetnoot 4, p. 47), vinden we volgend resultaat:

6.7 Gevolg

Zij N een cyclische normale operator en zij T een operator die met N commuteert,
dan s T' ook normaal.
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BEwLS :
Immers, omdat TN = NT, is ook TN* = N*T, dus ook T*N = NT*. Omdat een
normale operator (triviaal) ook subnormaal is, zijn zowel T" als T subnormaal, dus

hyponormaal. Bijgevolg is 7" normaal. 1

Zij nu {S}' de verzameling van alle operatoren die commuteren met de cyclische
subnormale S € B($)). Uit stelling 6.6 weten we dan dat er voor elke T' € {S}'
een functie pr € P*°(u) bestaat zodat T' = pr(N)|g (met N de minimale normale
uitbreiding van S en p de scalaire spectrale maat horende bij de cyclische vector
van ). Zij nu Lg de verzameling van al dergelijke functies.

6.8 Lemma
Lg = P>(p).

BEw1LIS :

(C) volgt direct uit stelling 6.6.

(D) Zij p € P*(u), dan bestaat er dus een rij polynomen (p,,), zodat

/ pn(2) — p(2)[* dp(z) — 0.

Dus zal (met & de cyclische vector van S) ||(p.(V) — p(N))E|| — 0, zodat
p(N)E € $. Zij nu g een polynoom, dan is

p(N)q(S)¢ = p(N)g(N

)§
)

Y

dan is, omdat $ = \/{S"¢| n € N}, p(N)$H C $. Ook kunnen we eenvoudig
nagaan dat p(IV)|s commuteert met S:

p(N)Sn = p(N)Nn
= Np(N)ny

= Sp(N)n,

voor elke 1 € §. Per definitie zal dus p € Lg.
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§7 Een functiecalculus

We gaan een functiecalculus ontwikkelen voor subnormale operatoren. Hiervoor
gaan we natuurlijk gebruik maken van de functiecalculus die al bestaat voor de
minimale normale uitbreiding. Het grootste deel van het materiaal komt uit [9].

7.1 Lemma

Zij (An)n een rij van operatoren zodat ||A, — Al — 0 en zij U een open rond o(A).
Dan bestaat er een ng € N zodat ¥n > ngy : o(A,) C U.

BEWI1JS :

Stel: dit is niet waar. Dus voor elke n € N bestaat er een N > n zodat o(Ax) N U # (.
Door over te gaan op een deelrij vinden we dus voor elke n € N een \, € o(A4,)NU*.
Nu convergeert (||A,||), naar ||A||, dus bestaat er een M zodat voor elke n € N
geldt: ||A,|| < M (immers, een convergente rij is begrensd). Omdat voor iedere n:
An € 0(Ay), zal voor elke n: A, < M, dus de A, zitten in een compacte verzameling.
Omdat C metriseerbaar is, bestaat er een convergente deelrij van (\,),. Door over
te gaan op die deelrij, en met A de limiet daarvan, bekomen we: A, € U¢ voor elke
n, en dus A\ € U¢ (want U° is gesloten). We weten ook dat de niet-inverteerbare ope-
ratoren een gesloten verzameling vormen, en vermits ||(4,, — A, 1) — (A —AL)|| — 0,
is A € 0(A). Dit is natuurlijk een tegenspraak. 1

7.2 Stelling

Zij S € B($H) subnormaal met minimale normale uitbreiding N . Definieer voor elke
f € R(a(9)), f(S) = f(N)|g, dan is de calculus f — f(S) een multiplicatieve
lineaire isometrie van R(o(S)) naar B(9) die de Riesz-calculus uitbreidt. Er geldt
ook

a(f(S)) = f(a(S)) woor alle f € R(c(S)).

OPMERKINGEN:

e f(N) is dus het beeld van f onder de Borelcalculus.
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e De norm die we op R(c(S)) beschouwen is ||.||(s), de supremumnorm op

a(S).

BEw1JS :
Merk op dat Rat(c(S)) een deel is van de analytische functies op o(S) en dat door
de stelling van Runge® elke analytische functie op o(S) in R(c(9)) zit.

Zij f een analytische functie. Essentieel is dat f(N)$ C 9 en f(N)|s = f(95):

fN) = f<<§ §>>
S F\.
- 27rzj{f Zﬂﬁ_(O G>> a2
B 2l — S F B
N 27rsz ( Z]lng__G> dz

B (21-95)"' —(z1-9)'F(1-G)!
Y %f ( (:1-G)! > dz

s $ F(2) (21 = 8) Mz —5 f f V1= S) LR (21— G) tdz
0 5 f f(2)(z1—G)dz

_ (‘f(S)’*>
0 %/’

waarbij v een kromme is die de unie van de spectra van al deze operatoren eenmaal in
positieve zin omsluit. Met ‘f(S)” in de laatste stap wordt de Riesz-calculus bedoeld.

We zien dus dat f(S), gedefinieerd als in de stelling, gelijk is aan ‘f(S)’ gege-
ven door de Riesz-calculus. Dus multiplicatief en lineair zijn ook al in orde, voor
analytische functies, en door limieten te nemen ook voor heel R(o(S5)).

Uit de Riesz-calculus leren we ook dat o(f(S)) = f(o(5)), en omdat f(S) sub-
normaal is (f (V) is normaal!), geldt || f||o(s) = [|.f(S)|| (de norm van een subnormale
operator is gelijk aan zijn spectrale straal). Bijgevolg is f € Rat(c(S)) — f(S) een
isometrie, die dus uitbreidbaar is tot een isometrie op heel R(o(S5)).

We moeten nu enkel nog bewijzen dat o(f(5)) = f(o(S)) geldt op heel R(a(5)).

°Stelling (Runge)[36]
Zij A C C open en samenhangend. Beschouw een verzameling I" die bestaat uit punten van

A= (CU{o0})\ A en zodat in elke component van A minstens een punt van I' ligt. Dan kan elke
analytische functie op A benaderd worden (in de zin van uniforme convergentie op compacten)
door rationale functies met polen in I'.
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Zij dus nu f € R(0(S)), en zij (f,), een rij in Rat(c(S)) zodat || fn — flloes) — 0.
Zeker geldt dus al o(f,,(5)) = fu(a(S)) voor elke n.

(C) Zij nu A & f(o(5)), dan bestaat er een ng zodat A & f,(c(S)) Vn = ny.
Verder zal ook (f, —A\)™! — (f —A)~! uniform op o(S) (omdat A niet bereikt
wordt, is inverse nemen een continue bewerking). Dus is g := (f — \)7! €
R(o(S)), want voor n > nyg, is f, ' € Rat(c(S)). Nuis g(S)(f(S) — A1) =
(9(f — N(S) = 1, dus is A & o((5)).

(D) Zij € > 0 willekeurig. Stel A(e) := {\ € C| d(\,a(f(95))) < €}. Uit lemma 7.1
weten we dat er een n; bestaat zodat f,(c(S)) = o(fn(S)) C A(e), Vn > ny.
Ook bestaat er een ny waarvoor ||f, — fllo(s) < € voor alle n > ny. Door
no = max(ny,ny) te nemen, zien we dus dat f(o(S)) C A(2¢). Vermits e

willekeurig was, volgt hieruit de gewenste inclusie.

Hieruit leren we dat we door R(o(S)) te kennen, ook eigenschappen van S zelf
te weten kunnen komen. Een eenvoudig voorbeeldje:

7.3 Propositie
Zig S subnormaal. Als R(c(S)) = C(o(5)), dan is S normaal.

BEWI1JS :

Zij 1 :C—-C:z— Re(z) en fo : C— C: 2z — Im(z). fi2 zijn dus elementen van
R(0(S5)), door de veronderstelling. Uit bovenstaande stelling leren we dat fi 2(.5)
subnormale operatoren zijn met een reéel spectrum. Dus zijn fi 2(S) zelftoegevoegde
operatoren (uit 5.5). Verder is, omdat f; +ify = Id, S = fi(S) +if2(S). Dit is dus
de cartesiaanse ontbinding van S. Omdat nu het reéel en imaginair gedeelte van S
commuteren (want functies commuteren, en de calculus is een homomorfisme), is S

normaal. (cfr. hyponormale operatoren en hun cartesiaanse ontbinding) 1
OPMERKING:
We gebruikten alleen maar dat Re(z) en Sm(z) in R(o(S)) zitten, maar dit is

equivalent met de gelijkheid in de stelling.

De calculus voor subnormale operatoren kan op een natuurlijke manier uitgebreid

worden, vertrekkende van de Borelcalculus van de minimale normale uitbreiding:
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7.4 Definitie

Zij S € B($) subnormaal en N € B(R) zijn minimale normale uitbreiding; zij 1 een
scalaire spectrale maat voor N. Definieer voor alle ¢ € L™ (p):

o(S)§ = P(e(N)),
met P de projectie van K op $, en £ € 6. A

Deze calculus voor subnormale operatoren (‘de Borelcalculus’) breidt de vorige
uit, maar dit is geen homomorfisme meer (niet meer multiplicatief). Gelukkig blijven
nog sommige eigenschappen overeind.

7.5 Propositie

met de notatie van definitie 7.4:

De afbeelding L>(pn) — B($) : ¢ — ¢(S) is een positieve injectieve contractie.

BEWI1JS :
Als ¢ positief is, dan is ¢(N) ook positief, dus ook ¢(S) = P¢(IN)P. Aantonen
dat deze afbeelding een contractie is, is ook eenvoudig: [|@(S)|| = [|Po(N)| <

l6(N)]| < |l¢ll. Om nu aan te tonen dat ze injectief is, veronderstel ¢ € L>(pu)
zodat ¢(S) = 0. Dit betekent dat ¢(N)$H C HL. Ook geldt voor elke n > 1
en £ € 9: ¢(N)N*¢ = N™¢p(N)¢ € N9t C H1. Vermits N de minimale
normale uitbreiding van S is, wil dit zeggen dat ¢(N)& C H1. Als we dus ¢(N)
0 0

A B )
zekere A, B € B($)). Omdat ¢(N) normaal is, zal A*A = 0, dus ook A = 0. Hieruit
volgt ¢(N)$ = {0}. Maar dan zal ook {0} = N*¢(N)$ = ¢(N)N**§ voor alle k,
waaruit volgt (weer door minimaliteit van N) dat ¢(N) = 0. Maar dit impliceert
dus ¢ =0 in L*™. 1

voorstellen als 2 x 2-operatormatrix op $ & H*, dan is ¢p(N) = voor

Als nu ¢ zo is dat $) een invariante deelruimte van ¢(N) (dus dan is ¢(5)¢ =
Pp(N)E = ¢(N)E, voor alle & € $), dan is ¢(S) ook subnormaal (¢(N) is een
normale uitbreiding).

7.6 Propositie [27]

Zig S € B($) een subnormale operator met minimale normale uitbreiding N € B(R).
Zij ¢ € L*®(u) (met p een scalaire spectrale maat voor N ), zodat ¢(N)$H C 9, dan

is on(¢(9)) = o (B(N)).
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BEWI1JS :

Zij M = V{d(N)¥¢| € € 9}, en zij M = ¢(N)|pgm. Duidelijk is M de mini-
male normale uitbreiding van ¢(S). 9 is ook een invariante deelruimte voor N:
N@(N)*¢ = ¢(N)*NE, voor alle £ € . Zij nu S; = Nlgn, dan is N de minimale
normale uitbreiding van S; (omdat £ C I C RK).

Vermits ¢(N) = M @ ¢(N)|gne, is o(M) C o(¢(N)) (inderdaad, als de inverse
van A® B bestaat, voor willekeurige operatoren A en B, is die gelijk aan A='@® B!,
en bestaan die inversen dus ook). Veronderstel o(¢(N))\ o(M) # (), en zij A een
element hierin. Kies een open verzameling A in o(¢(N)) (met de spoortopologie
vanuit C), zodat A € A en (M) NA = ().

Zij ¢(N) = [ zdE(z) de spectrale ontbinding van ¢(N), en zij P de projectie
van K op M. Dan is PE(A) = E(A)P, voor elke Borelverzameling A. Omdat er
een bijectief verband is tussen de normale operatoren en spectrale maten (en dus de
spectrale maat van een normale operator uniek bepaald is), is de spectrale maat E
van M gegeven door E(A) = PE(A)P = PE(A).

Omdat nu (M) NA = 0, is E(A) = 0. Dus 0 = PE(A) = E(A)P, zodat
E(A)R L M, zodat (E(A)R): D M. Nu is F(A)R (en dus ook (E(A)R)*) een
reducerende deelruimte voor N, immers, N en N* commuteren met ¢(N), en dus
ook met F(A). Dus, omdat N de minimale normale uitbreiding is van S;, moet
E(A)& = {0}, dus moet E(A) = 0, maar dit is in tegenspraak met het feit dat A
een open deel is van o(¢(N)). 1

7.7 Propositie
Zij A, S € B($), S subnormaal. Zij p : C*(S) — C*(A) een *-homomorfisme met
p(S) = A, dan is A subnormaal en:

(1) on(A) C on(S)

(17) Zij f € C(on(9)), danis f(A) goed gedefinieerd, f(S) € C*(S), f(A) € C*(A),
en p(f(S5)) = f(A).

BEwLS :
We weten al dat A subnormaal is (4.6).
(1) Stel: IX € 0,(A) \ 0,(S). Zij f een continue functie op 0,(S) U o,(A) zodat
flons)y = 0 en f(X) # 0. Zij (pr)r een 1ij van polynomen in z en z die

uniform convergeert naar f op 0,(5)Uao,(A). Vermits p een *-homomorfisme

is, is p(pr(S,S*)) = pr(A, A*), en dus p(f(S)) = f(A). Maar f(S) = 0, dus
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(i)

f(A) = 0. Uit propositie 7.5 weten we dan dat f = 0 in L*(v), met v een
scalaire spectrale maat voor de minimale normale uitbreiding van A. Maar de
(continue!) functie f is niet identiek 0 op de drager van v (= 0,(A)). Dit is

een contradictie.

Door puntje (i) is f(A) goed gedefinieerd. Weer kunnen we f uniform benade-
ren door een rij veeltermen (pg)x in z en z. Dus is duidelijk dat f(S) € C*(S)
en f(A) € C*(A). Omdat voor elke k: p(pr(S,S*)) = pr(A, A*), volgt ook dat

p(f(5)) = F(A)
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38 Een semi-spectrale ontbinding

8.1 Definitie

Zij (X, M) een meetbare ruimte. Een semispectrale maat F' voor een Hilbertruimte
$ is een afbeelding van 9 naar de positieve operatoren op $ zodat F()) = 0,
F(X) = 1 en voor elke rij (A,), van twee aan twee disjuncte Borelverzamelingen

geldt F (U, e An) = en F(A,). A

OPMERKINGEN:

e Andere benaming hiervoor zijn ‘operatormaat’ of ‘positieve operatormaat’.

e Als een semispectrale maat F' ook nog voldoet aan F(ANA) = F(A)F(A),

dan is F' een spectrale maat.

Voor elke normale operator N bestaat er een spectrale maat E zodat N = [ z dE(z).
Omgekeerd geldt ook dat als E een spectrale maat is, dat [ zdE(z) een normale
operator is. We trachten dezelfde overeenkomst te vinden tussen een subnormale

operator en een semispectrale maat.

8.2 Stelling (Naimark) [18]

Ziyy 9 een Hilbertruimte en F' een semispectrale maat op £, dan bestaat er een
Hilbertruimte £ D $) en een spectrale maat E op R zodat F(.) = PEE(.)].

BEwS :

Bekijk de ruimte £ van alle meetbare trapfuncties X — § (trapfuncties zijn functies
t zodat t(X) eindig is). Voor f,g € Ry, zij {A, Ao, ..., A, } een meetbare X-partitie
zodat f en g constant zijn op elke Ag. Zij & en 1 de waarden die f resp. g hebben
op Ag. Definieer dan een sesquilineaire vorm op K;:

[f,9] = Z<F(Ak)5k,77k>~

Merk op dat dit onafhankelijk is van de gekozen X-partitie (zolang de functies f en
g maar constant zijn op elk element van de partitie). Ky = {f € &| [f, f] = 0} is

een gesloten deelruimte van R;:
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e De constante functie 0 zit in Ky
e fERy= A€ Ry: N Af] = |N?Lf, f], voor alle A € C

o f.ge Ry= [f+ge€ R

[f +9,f +91 = 1f, Fl+ 19, 9] + 2Re([f, 9]) < 2[S9l < 2V/1f, fllg, 9] = 0,
waarbij we de ongelijkheid van Cauchy-Schwartz gebruikt hebben in de voor-

laatste stap.

e Zij (fa)a €en net in Ky dat convergeert binnen Ky, dan is lim,, f, € Ko, omdat

een limiet door een eindige som en het scalair product schuift.

Zij nu f € Ry en g € Ky willekeurig. Dan leren we uit de ongelijkheid van
Cauchy-Schwartz dat |[f, ¢]|> < [f, fllg,9] = 0, dus dan [f,g] = 0. Hieruit volgt
dat [f + Ro, g + Ro] := [f, g] een goed gedefinieerde sesquilineaire vorm is op K /K.
Door de constructie is dit zelfs een scalair product. Bekijk dan de vervollediging &
van de prehilbertruimte K /K. Door £ € § af te beelden op de constante functie
£ X — 9 x+— & kunnen we ) inbedden in K.
De afbeelding F: A C X — E(A): f+— E(A)f = Xaf is een spectrale maat:
e E(A) is een projectie voor elke A: immers E(A)*f = XA f = Xaf = E(A)f
en E(A?f =XAf =Xaf = E(A)f, voor iedere f € &.
e EM@)=0en E(X)=1
e E(AND)f =Xanrf =XaXrf = EA)ED)f
e Voor elke rij (A, )nen van twee aan twee disjuncte deelverzamelingen van X:
EUANS =Xya.f =2 Xa, [ =2 E(A,)
Zij nu P de projectie van R op de inbedding van $) (dus voor elke £ € R is P¢
een constante functie!), dan zal voor alle £, € 9:

(PE(A)¢,n) = (F(X)PE(A),n)
= [PE(A)S, 7]

Volgende stelling werd reeds bewezen in [4], hier wordt echter de aanpak van [25]
gevolgd.
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8.3 Stelling

Een operator S € B($) is subnormaal asa er een semispectrale maat F' met compacte
drager bestaat zodat S*'S7 = [ z'27 dF(z), voor alle i,j € N.

OPMERKINGEN:

e Als men de voorwaarde vervangt door S = [ zdF(z), is de stelling niet meer
waar. Men zou dan bekomen: S = PN|g, wat natuurlijk niet voldoende is om

te concluderen dat S subnormaal is.

e De integraal t.o.v. een semispectrale maat F' kunnen we eigenlijk niet zomaar
nemen. Wegens voorgaande stelling kunnen we echter eenvoudig deze integraal
definiéren in functie van de spectrale maat E die deze uitbreidt, door [ fdF =

P ([ fdE)P.

BEw1IS :

(=) Zij S een subnormale operator op een Hilbertruimte $) met minimale normale
uitbreiding N op R D . Bekijk de spectrale ontbinding N = [ zdE(z) van
N. We weten dat S = N|g = PN|g, met P de projectie van $ op K. Zij
F gedefinieerd door F(A) = PE(A)|g voor elke A waarvoor E gedefinieerd
is. Dan is F een semispectrale maat. Immers, F () = 0, F(X) = 1. Ook
zal F'(A) een positieve operator zijn voor elke A, want F(A) is een positieve
operator, P is zelftoegevoegd en F(A) = PE(A)P. De c-additiviteit van F
volgt uit die van £ zij (A,,), een rij van paarsgewijs disjuncte verzamelingen,

F(Jan = PE(JA)s
- P(ZE(A">>‘5
= Y PE(A)
= Y F(A).

Nu is S*S7 = PN* N/|s,.
Inderdaad, S7 = N[ is direct duidelijk, en S* = PN* geldt ook;

S* 0
bekijk immers de matrixdecompositie N* = ( oo ) Induc-
S0

tief vinden we eenvoudig dat N*" =
* K

), voor iedere n,
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zodat PN* = L0 50 = g,
0 0 * %

Dus
S*SI = PN*N|q

= P </ 7 dE(z)) P

= / 720 dF (2)
(<) Zij F een semispectrale maat op $) zodat S*S/ = [z'27dF(z), voor alle
1,7 € N. Door de stelling van Naimark bestaat er een ruimte £ D $ en een

spectrale maat £ op & zodat F'(.) = PE(.)|g, met P de projectie van K op $.
Dan is N = [ zdF(z) een normale operator op & Voor alle i, j € N geldt nu:

PN“Ni|, = P < / 5isd dE(z)) P
= /Zizj dF(2)
= S5
Door de koppels (i,7) = (1,1), (1,0) en (0,1) te bekijken vinden we
PN*NP =5*S = PN*PNP,

zodat PN*(1 — P)NP = 0 en equivalent hiermee (1 — P)NP = 0. Dus
N|gs=PN|s+ (1—-P)N|s=S5.

Er is nog een andere karakterisatie mogelijk van subnormale operatoren met
behulp van de semispectrale maat. Hiervoor hebben we het begrip ‘Hausdorff

momentenrij’ nodig.

8.4 Definitie

Een rij (C,,),, van operatoren op een Hilbertruimte noemt men een Hausdorff momentenrij
als er een semispectrale maat F' bestaat, op een interval [a, b], zodat C,, = fab 2" dF(z),
voor elke n € N. A
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MacNerney heeft in [23] aangetoond dat een rij (C,,), van zelftoegevoegde ope-
ratoren op een Hilbertruimte $) een Hausdorff momentenrij is voor het interval [a, b]

asa
0 (6, Cii&) <Y & Crujn&y) <1 Y (& Ciiy), (12)
i,5=0 i,5=0 i,j=0
voor elke eindige verzameling {&o, &1, ...,&,} C 9.

Uit bovenstaand resultaat, samen met enkele andere bekende feiten, kunnen we
volgende karakterisatie halen:

8.5 Stelling [14]

Een operator S is subnormaal asa (S*"S™),, een Hausdorff momentenrij is, voor een
interval [0, b].

BEw1S :

Deze twee feiten zijn ons al bekend:

e S is subnormaal asa Y. (S77*E, S7HEE;) > 0 (stelling 4.7)

o D0 {STTRG, STTRG) 2 0= 37, (ST, STHHEG) < e 32 1 (ST, STHRG)
(uit het bewijs van stelling 4.7)

Als S subnormaal is, dan geldt de rechterongelijkheid van (12) al zeker. De
linkse geldt ook; zij immers (19, M1, ..., Mnt1) = (0,&0,&1,...,&n), dan is duidelijk
dat 37, (STHHIG, STHETIEG) = 57, 1 (97 i, S7HEn;) > 0.

Omgekeerd volgt uit het feit dat (S**S™),, een Hausdorff momentenrij is (voor
het interval [0,]) dat § < ZM(SH’“&, SITREY. i

Het is al geweten dat elke quasinormale operator (A commuteert met A*A)
subnormaal is (voorbeeld 2.6). We kunnen nu het verschil tussen de twee mooi
vatten. We weten dus dat S subnormaal is asa er een semispectrale maat F' op
R* bestaat zodat S*S™ = [ 2"dF(z). Dit kent een analogon voor quasinormale
operatoren:

8.6 Eigenschap [14]

Een operator A is quasinormaal asa er bestaat een spectrale maat E op Rt zodat

AA™ = [ 2" dE(z).
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BEw1IS :

e Als A quasinormaal is, dan geldt A*™ A" = (A*A)".

Inderdaad, voor n = 1 geldt de gelijkheid triviaal, stel dat ze geldt
voor n = k — 1. Dan (A*A)F = (A*A)F1A*A = AxB=D AR A% A,
Met behulp van de gelijkheid AA*A = A*AA kunnen we de on-
derlijnde operator in vorige uitdrukking dus stapsgewijs naar voor
brengen, zodat voor elke n € N: A A" = (A*A)".

Zij dus E de spectrale maat van A*A (dit is een positieve operator!), dan geldt
AA" = [ 2" dE(z).

e Omgekeerd, als A" A" = [ 2" dE(z), met E een spectrale maat, dan leeft E
alleen op R*, omdat [ zdE(z) een positieve operator is. Ook geldt dan, door
de calculus die geldt voor zelftoegevoegde operatoren, A*" A" = (A*A)". We
weten door vorige stelling ook dat A subnormaal is, en dus hyponormaal.
Dus A2 A% — (A*A)? = A*(A*A— AA*)A = 0, maar omdat A*A— AA* positief
is, moet ook (A*A — AA*)A = 0. Dus A is quasinormaal.
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39 Een topologisch verband

Subnormale operatoren kunnen ook topologisch gedefinieerd worden in functie van
de normale operatoren. Volgend resultaat toont duidelijk een sterke topologische
samenhang aan tussen subnormale en normale operatoren. Deze paragraaf is geba-
seerd op [11].

9.1 Stelling

S is subnormaal asa S de sterke limiet is van een net van normale operatoren.

Het bewijs hiervan is niet eenvoudig. Als we met rijen zouden mogen werken,
was dit niet al te moeilijk geweest; maar de sterke operator topologie is niet metri-
seerbaar, dus rijen zijn niet voldoende.

Voor we de stelling bewijzen, geven we eerst enkele andere resultaten.

9.2 Lemma

Zij (Aa)a €en (Ba)a netten in B(9) die sterk convergeren naar A resp. B. Zij
sup,, || Aa|| < 0o, dan convergeert (AoBa)a sterk naar AB.

BEW1JS :
Voor elke £ € § geldt:

[AaBaf — ABS|| < [[AaBag — AaBE|| + [[Aa BE — ABE]|
< sup [Aall| Bag — BE|| + [[Aa(BE) — A(BE)|

0.

l

9.3 Stelling (Montel) [24]

Zij A een open deelverzameling van C, en zij § een verzameling van analytische
functies op A die uniform begrensd is op compacten in A, dan heeft elke rij (fn)n

i § een deelrij die uniform convergeert op compacten.
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BEWI1JS :

Zij (fn)n een rij in §. Kies een aftelbaar dichte deelverzameling C' = {z1, 29, ...}
van A. Voor elke gesloten schijf D C A bestaat er dus een constante M (D) zodat
|fn(2)] < M(D) voor elke z € D en n € N. Dus |f,(z1)] < M({z1}), voor iedere
n. Dus bestaat er een deelrij (f1x(21))r die convergeert naar een zekere wy. Als we
deze functies toepassen op zy krijgen we weer een begrensde rij (f1x(22))x, die dus
weer een convergente deelrij (fo;(22)); bevat. Zo verder gaan levert ons een rij van

rijen:
f1,1 21), f1,2(21)7 f1,3(21), - w1
f2,1(22), f2,2(22), f2,3(22), — Wz
f3,1(23), f3,2(2’3), f3,3(23), — W3
(24) (24) (24) — wy

f4,1 z4), f4,2 Z4), f4,3 z4),

waarin de k-de rij convergeert naar een zeker complex getal wy, en de functies van de
n-de rij gekozen werden uit die van de (n —1)-de. Bekijk nu de rij (f,,,)n. Dit is een
deelrij van (f,,)n, waarvoor lim;_, fi;(zx) = wg voor elke k. Dus die rij convergeert
op een dichte deelverzameling van A.

Zij nu D een gesloten schijf binnen A, en zij ¢ > 0. Uit de integraalformule van
Cauchy volgt dat de functies f,,, uniform equicontinu zijn, d.w.z. er bestaat een
d > 0 zodat voor elke £,7 € D en voor elke | € N zodat |f,,(§) — fi.(n)| < €/3
vanzodra £ —n| < .

(Kies een kromme v binnen A die D 1x omsluit in positieve zin. Dit
kan, omdat A open is, en D een gesloten schijf.

(e

M(D) € — |
< lengte(y) sup ,
2 ) e Ty —ul

1

[f10(€) = fun)| = o

hetgeen we klein kunnen krijgen, vermits we - kunnen kiezen zodat

d(D,~) > 0.)

Kies nu een eindig aantal punten zi,..., 2, zodat elk punt in D op een afstand
kleiner dan ¢ ligt {21, ..., 2, }. Vermits voor elke i € {1,... k}: limy_. fii(2:) = w;,
is elk van deze rijen een Cauchyrij. Omdat we hier slechts te doen hebben met
eindig veel van die rijen, bestaat er een m € N zodat voor iedere i € {1,..., k}:
|f5.j(zi) — fu(z)| < €/3, vanzodra j,1 > m.

65



Stel nu 7,1 > m, en z € D. Dan bestaat er een i € {1,...,k} zodat |z — 2| < ¢,
dus:

1f55(2) = fu) < fi5(2) = [5Gl + 1 fi5(z) = fulz)l + [ fua(zi) = fr(2)]

- e+e+e
- +t-+-=¢
3 3 3

We kunnen een topologie hechten aan deze eigenschap. Zij voor elke n € N,
K,={2€C||z] <n&d(z,C\ A) > 1} Dan zal

o K, 1C Kn voor alle n > 1,
o A=J7, K,,

e Voor elke compacte deelverzameling van A bestaat er een n zodat K, die

verzameling omvat.

Voor elke n kunnen we nu een seminorm op H(A) definiéren door p,(f) =
sup{|f(2)|; z € K,}. Als we nu H(A) uitrusten met de topologie geinduceerd
door de familie {p, },, wordt dit een volledige metriseerbare lokaal convexe ruimte.
Convergentie in deze topologie is uniforme convergentie op compacten.

Doordat H(A) met deze topologie metriseerbaar is, kunnen we vorige stelling
herformuleren:

9.4 Stelling

Zij I\ een open deelverzameling van C, en zij § een verzameling van analytische
functies op A die uniform begrensd is op compacten in A, dan is de sluiting van §
compact.

Van deze stelling hebben we nu een versie nodig die betrekking heeft op ope-
ratorwaardige functies. We hebben daarom een uitbreiding nodig van het begrip

‘analytische functie’.

9.5 Definitie

Zij X een complexe Banachruimte en A een niet leeg open deel van C. Een functie

f A — X is analytisch als er voor iedere zy € A een functie g : A — X bestaat
f(z)=f(z0)
—=ns . A

z—2z0

die continu is in zg en zo dat voor alle z € A\ {2} geldt dat g(z) =

Volgende propositie, uit [30], is zeer nuttig:
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9.6 Propositie

Zij X een complexe Banachruimte, A een niet leeqg open deel van C en f een functie
van A naar C.

Als f analytisch is, dan is voor elke continue ¢ : X — C, de functie pof : A — C
analytisch (in de gewone zin).

Als voor elke continue ¢ : X — C de functie po f: A — C analytisch is, dan is
f ook analytisch (in de uitgebreide zin).

9.7 Stelling

Zij $ een Hilbertruimte en zij § een familie van analytische functies van een open
deel A C C naar B($)) zodat § uniform begrensd is op gesloten schijven. Dan bestaat
er voor elk net (fo)a in § een deelnet (fz)g en een analytische functie f : A — B($)
zodat fz3(z) — f(z) in de zwakke operatortopologie, voor elke z € A.

BEWI1JS :

Zij C' een aftelbaar dichte deelverzameling van $) en stel CxC' = {(&,m), (§&2,12), - - -}
Voorelke f € §enn € Ndefiniéren we f,,(2) = (f(2)&n,mn). Zijdan §, = {f.| [ € §}.
Uit de stelling van Montel leren we nu dat elke §, compacte sluiting heeft in
H(A). Dus door de stelling van Tychonoff® heeft [I,en 8n een compacte sluiting in
[1,en H(A) (met de producttopologie). We kunnen § inbedden in [], ., door f
te identificeren met (f1, fa,...).

Zij nu (fa)o een net in §. Dan bestaat er dus een deelnet (fz)g in [],cySn
dat convergeert. Dit wil zeggen dat voor elke n € N en elke z € A, (f5(2)&n, 7n)
convergeert. Voor elke z is (|| fs(2)||)s begrensd, en C is dicht in §), dus er bestaat
een operator f(z) € B($) zodat fs(z) — f(z) in de zwakke operatortopologie.
We weten dan ook dat (f(z)&,,m.) € H(A) voor elke n, zodat (f(2)§,n) € H(A)
voor elke £, € §, wegens de stelling van Montel. Uit propositie 9.6 volgt dan dat
f: A — B(9) analytisch is. 1

6Stelling (Tychonoff)[37]
Het Cartesisch product van compacte ruimten is terug compact.
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9.8 Lemma

Zij (Na)a een net van normale operatoren in B($)) met spectrale decomposities
N, = fc 2dFE,(z). Stel dat N, — S in de sterke operatortopologie, dan convergeert
E.(A) sterk naar 1, voor elke open A die o(S) omuvat.

BEWLIS :

Zij voor elke a: Q, = E,(C\ A). We moeten aantonen dat ), — 0 in de sterke

operatortopologie, wat equivalent is met ), — 0 in de zwakke operatortopologie.

Omdat ||Q.]] = 1 of 0 voor alle o, en de eenheidsbol in B()) zwak compact is (zie

hiervoor [21]), heeft (Q4)a een deelnet (Qp)s zodat Qs — T voor een zekere T
Definieer nu voor elke :

1
\Aw—z

ug: A — B($H): z— ug(z) = /(c dEs(w).

Dan geldt [Jug(2)] < m voor elke z € A. (ug)g is dan een net dat uniform
begrensd is op gesloten schijven. Uit stelling 9.7 leren we dan dat er een analytische
functie u : A — B($)) bestaat, en een deelnet (u.), van (ug)g, zodat u,(z) — u(z)
voor elke z € A.

Neem nu een vaste z € A. Omdat (N, — z1) sterk convergeert naar S — z1,
weten we uit lemma 9.2 dat u,(2)(N, — z1) zwak convergeert naar u(z)(S — z1).
Nu geldt ook u,(z)(N, — z1) = @, — T. Dus u(z)(S — z1) = T voor alle z € A.

Hieruit volgt dat

u(z) als z € A

ME = Yoot alszec\o®)

een goed gedefinieerde functie is van C naar B($)). f is dan een gehele functie, en
omdat f(z) = T(S — z1)™* — 0 voor z — oo, zal f identiek 0 zijn. Dit kan enkel
als T'= 0.

We hebben dus aangetoond dat 0 het enige limietpunt is van het net (Q,)a,
zodat (), — 0, wat we moesten bewijzen. 1

Eindelijk hebben we genoeg materiaal om stelling 9.1 te kunnen bewijzen.
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BEWI1JS van stelling 9.1:

e Zij S subnormaal op $) en zij {e,}nen een orthonormale basis van §. Zij N
de minimale normale uitbreiding van S, op K. Definieer voor elke n € N
een unitaire operator U, : § — R die 9, = \/{eo,e€1,...,€n,Seq,...,Se,}
invariant laat. Dit kan, kies immers een willekeurige unitaire operator U,
HOH, — RO N, (die bestaat omdat H en R gelijkmachtig zijn) en stel U, =
g, @ U,. Definieer dan voor elke n € N de normale operator N, = UyNU,.

Bekijk nu de prehilbertruimte § voortgebracht door {e,| n € N} (dit zijn alle
eindige lineaire combinaties van deze vectoren). Voor een willekeurige & € 9
kan je een ng € N vinden zodat § € 9,,.. Voor elke n > n¢ zal dan ook £ € 9.
Dus voor n > ng geldt N,§ = UYNU,{ = UiNE = UrSE = S Omdat (per
constructie) § dicht is in $), is S de sterke limiet van (Np)n-

e Zij nu S de sterke limiet van het net (N,), met N, allen normaal. Bekijk
voor elke v de spectrale ontbinding N, = [.. 2 dE,(z) en de verzameling A =
{z € C| |z| < |IS]| + 1}, dan volgt uit lemma 9.8 dat E,(A) — 1 in de
sterke operatortopologie. Zij nu M, = E,(A)N, voor elke . Dan is elke
M, normaal (want E,(A) commuteert met N, ). Uit lemma 9.2 volgt dat ook
(M, )q sterk convergeert naar S. Voor elke o is ook M, = [, zdE,(z), zodat
| Ml < |IS|| + 1. Weer uit lemma 9.2 halen we dan dat voor elke j € N:
(M?),, convergeert naar S7. Dus

0 < 1D Mg
=0

= > (Mg, M)

i,j=0

- Z <M§y€j7 Mé§z>
ij—=0
i,j=0

voor elke eindige deelverzameling {&o, &1, ..., &} C 9, met n € N willekeurig.
Uit het Halmos-Bram criterium 4.2 leren we dan dat S subnormaal is.
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§10 Ongelijkheden

Deze sectie behandelt ongelijkheden die op het eerste gezicht wat raar lijken. De
norm en het spoor van de zelfcommutator van een hyponormale operator worden
vergeleken met de Lebesguemaat (die we in deze sectie noteren met p) van het
spectrum van de operator zelf. De Putnam-ongelijkheid volgt uit die van Berger en
Shaw, maar in het subnormale geval kan daar een apart bewijs van gegeven worden,
dat eenvoudiger (en directer) is. We beginnen dus ook daarmee. We volgen de

aanpak van [25].

10.1 Lemma (Ahlfors-Beurling)
Zig A C C compact, dan geldt voor elke z € C:

/A c i . du(C)‘ < (mu(A)V2,

BEw1JS :

Door een codrdinaatverandering mogen we veronderstellen dat z = 0 en

1

Overgaan naar polaire coérdinaten levert:
I = / (cos(@) — isin(6)) dr do
A
= / cos() drdf.
A
Schrijf nu Ay = {¢ € A| Re(¢) > 0}, dan krijgen we
I < / cos(0) dr db.
Ay

Zij nu R = sup{|C|; ¢ € A}, en voor 6 € [—7/2,7/2]:

AL0) = Ayn{re®0<r <R}

70



Noteer de lineaire Lebesguemaat van de verzameling A (f) met ¢(f). Door de
Cauchy-Schwarz ongelijkheid vinden we dan

/A ) cos(0) drdf = / v 0(6) cos(0)do

—7/2
1/2
T w/2 )
< |3 0(0)=db .
2 —7/2
Noteer nu met (¢, ) de lineaire Lebesguemaat van de verzameling
Ay n{re® 0 <r <t}

dan is ¢(., ) een stijgende functie waarvoor £(t1,0) — (ts,0) < t1 — to, als ty < to.
Er geldt dus

(e?
7 = /A +(9)€(t,9)d€(t,9)

< / 0(t,0) dt
Ay (0)

< / tdt.
AL (0)

We kunnen nu de stukjes van de puzzel ineenpassen:

I < / cos(0) dr df
Ay

/2 2 1/2
< 7T/ @d@
—7/2 2

/2 1/2
< (w / tdtd9>
—m/2J AL (0)
= (mp(Ay)"?
< (mp(A)?

In wat volgt wordt C met R? geidentificeerd. Koppels (u,v) van R?* worden dan

ook soms genoteerd met u + iv.
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10.2 Lemma

Zij f : R? — C een C®-functie. Zij A C T C A C C compacte verzamelingen, zodat
er een v € Ry bestaat waarvoor d(A, AN\ T) = r. Dan is voor elke z € A:

// dudv € R(A).
AT u+w

BEW1JS :

Kies ¢ > 0 willekeurig. We veronderstellen fXar # 0 (anders is de bewering

triviaal) Omdat f continu is, bestaat er een §y € Ry zodat |f(u,v) — f(u',0v')] <
AT Als [(u,v) — (v, 0")|| < bo. Zij R = sup,spearr |f(u,v)]. Noem nu § =

mm(\%, WZE/\\F)) We kunnen nu A\ I" overdekken met een eindig aantal 2 aan 2

disjuncte vierkantjes Vi, ...,V die allen zijde ¢ hebben. Noem voor elke j: W, =
Vi (A\T). Kies nu in elke W; een element u; + iv;. Er geldt:

f(uj,v5)
‘//A\F u~|—w dUdv_Z(uj—irivj)—zu(M/j)

f(uj>vj)
‘//A\F < u+w _;WXWJ-) du dv

Nu geldt voor elke j en elke u 4 iv € W:

flu,v)  fuy,)
(u+iv) —z  (uj+ivj) — 2
flu,0) — fluy,05) flu,0) — flu,0)
Sy +ivy) — 2z (uy +ivy) — 2 (u+iv) —z  (uj +iv;) — 2
- er N V2er? | f(u,v)]
2u(ANT) T 2VERa(ANT) P
S WANTY

zodat de integraal kleiner wordt dan e. Omdat duidelijk »_, % pu(W;) een

rationale functie met polen buiten A is, geldt het gestelde. 1

Zij A een compacte verzameling. We bekijken op C'(A) de supnorm, en de
afstandsfunctie die daarbij hoort (d(f,g9) = ||f — 9l|~0)-
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10.3 Stelling (Alexander) [3]
Zig A C C compact, dan

BEw1JS :
Definieer voor elke n € N:

A, ={A € A d(\A) < 1/n).

Zij ¥ : R* — C een C*°-functie met compacte drager A zodat v(u,v) = (u, —v) op
een omgeving van A;. v is dus gewoon de complexe toevoeging (op die omgeving
van A). We maken in wat volgt misbruik van notatie; we beschouwen v ook als
functie van de complexe variabele ¢ = u + iv. Met 0¢» wordt 19¢ _ 19 hodoeld.

2 Ou 21 Ov
Er geldt:
. _
= ——// o du dv.
)y C— 2

Dit wordt bewezen in appendix B. Omdat op A;: 9y = 1, geldt voor alle z € A en

elke n € N:
= —l// ! dudv—l// Oy du dv.
T An —Z T A\A, C—Z

Door vorig lemma is de tweede integraal een R(A)-functie. Dus voor elke n geldt

oenen < mp(zff, smn)
(sa)”

wegens het lemma van Ahlfors-Beurling.
Omdat nu A, \, A en p o-additief is, geldt pu(A,) \, p(A), zodat

_ (&)“2
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10.4 Stelling (Putnam)

Zij S € B(9) een subnormale operator met zelfcommutator D, dan geldt

IDI < ~n(o(s).

BEWI1JS :
Zij N € B(R) de minimale normale uitbreiding van S. Noem P de projectie van K
op 9. Kies een willekeurige eenheidsvector £ € §. Dan geldt:

(D€, &) = |S¢l* — IS e|”?
= |IN¢IP = IPNE)®
IN*€||* — | PN*¢|?
d(N*¢,9)*
inf{|N*€ —nl*; 1 € 9}
inf{|N*€ — F(N)E|I%; f € R(o(S))}
inf{[[N* — f(N)II%; f € R(e(S5))}

d(z, R(o(5)))*

~u(o())

waarbij we de isometrie-eigenschap van de functiecalculus voor normale operatoren

VAS/A

N

gebruikten, en de stelling van Alexander. Omdat ¢ willekeurig was, is de stelling

bewezen (want D is positief). 1

10.5 Gevolg

Een subnormale operator waarvan het spectrum Lebesquemaat 0 heeft is noodzakelijk

normaal.

We gaan nu de stelling van Berger en Shaw bewijzen. We volgen [20]. Daarin
wordt een meer uitgebreid resultaat bewezen. Hier wordt echter enkel het relevante
geval behandeld.

10.6 Definitie

Zij A een operator op 9, en zij {&, }nen een orthonormale basis voor $.

e Het spoor van A, Tr(A), is Y, (A&, n)-
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e De Hilbert-Schmidt norm van A, [|Alls, is (32, o [|A&|)Y2.

neN |

A

Er geldt dat Tr(AB) = Tr(BA) voor alle operatoren A en B. Als je de ope-
ratoren voorstelt als oneindige matrices, is dit eenvoudig in te zien. Het spoor is
dan niets anders dan de som van de diagonaalelementen, en het enige wat veran-
dert als je de vermenigvuldiging in de andere volgorde neemt, is de volgorde der
termen. Hieruit volgt ook dat het spoor invariant is voor basisveranderingen. Im-
mers, Zij U een transformatie van basis, dan wordt A t.o0.v. de nieuwe basis U* AU,
en Tr(U*AU) = Tr(U*UA) = Tr(A). Deze onathankelijkheid van keuze van basis
geldt natuurlijk ook voor de Hilbert-Schmidt norm; de Hilbert-Schmidt norm van
een operator A is immers niets anders dan de wortel van het spoor van A*A.

10.7 Lemma

Zij A een operator en P een eindige rang projectie (d.w.z. het bereik van P heeft
een eindige dimensie), dan is

Tr(P[A", AIP) < [[(1—P)AP||3

BEWI1JS :
1 B
Schrijf P als 2 x 2 operatormatrix 0 ,enzij A= ¢ de overeenkom-
0 0 D E
B*, B|+ D*D — *
stige decompositie van A. Dan is P[A* A|P = B Bl + 0 ce 8 , 70-

dat Tr(P[A*, A]P) = Tr[B*, B]+ ||D||3—||C||3. Omdat Tr(B*B) = Tr(BB*) < 0o

(want B werkt immers slechts op een eindigdimensionale ruimte), is T'r([B*, B]) = 0,

dus Tr(P[A*, AJP) < |C|3 = (1 — P) AP}, .
We hebben een uitbreiding nodig van het begrip cycliciteit:

10.8 Definitie

Zij m € NU {oo}. We noemen een operator A € B($)) m-cyclisch als er m vectoren
&1,&, ..., &, bestaan zodat

9 = \{A"|keNje{l2,... ,m}}
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Analoog is A rationaal m-cyclisch als er m vectoren &, &, ..., &, bestaan zodat

9 = V(Ag] [ € Rat(o(4)).] € {1.2,....m}}.

OPMERKING:

Als we m definiéren door ‘een operator is (rationaal) m-cyclisch’, bedoelen we de
kleinste m waarvoor dit geldt. Het is echter duidelijk dat elke m-cyclische operator
ook m-cyclisch is als n > m. Als m al bestaat, wil de bewering ‘een operator
is (rationaal) m-cyclisch’ dus niet noodzakelijk zeggen dat m het kleinste getal is
waarvoor dit geldt.

10.9 Lemma

Als twee operatoren A, B disjuncte spectra hebben, A rationaal m-cyclisch is en B
rationaal n-cyclisch. Zij k = max(m,n), dan is A ® B rationaal k-cyclisch.

BEwWLIS :
We merken eerst op dat 0(A @ B) = 0(A) Uo(B). Immers, de inverse van A @ B,
als die bestaat, is A~' @ B~!. Dus A® B — A1 @ 1 is niet inverteerbaar asa A — A1
of B — A1l is niet inverteerbaar.

Het bewijs is nu eenvoudig: immers als de spectra disjunct zijn, zijn 16 0 en
0 @ 1 uniforme limieten van rationale functies in de operator A @& B. Neem dan k
vectoren in ) ® § zodat elke vector in de genererende verzamelingen van A en B

voorkomt in de decompositie. 1

10.10 Lemma

Zij A een rationaal m-cyclische operator, dan bestaat er een rij eindige rang projec-
ties (Py)ken die stijgt naar 1 en zodat de rang van (1 — Py) APy kleiner is dan m
voor alle k € N.

BEW1IJS :
7ij {&1,&, - . ., &m } een rationaal voortbrengende set vectoren voor A en zij {21, 29, ...}

een dichte deelverzameling van o(A)¢. Definieer voor elk natuurlijk getal k& de pro-
jectie Py op Hr = V{AT(A— 2z 1)7 1 (A—20)716] 0< 7 <2kenl<i<m}
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Omdat door A maximum m van deze voortbrengers buiten deze ruimte afgebeeld
worden (enkel als j = 2k), is de rang van (1 — P;)AP, < m.
Als k < L, is 9, C $;: immers
AJ(A — Zl]l)_l s (A — Zk]l)_lfi =
(A= zp ) (A= 2 DA (A — 2 0)7 1 (A= 1)1,
dus (Py) is een stijgende rij. We beweren nu dat een willekeurige rationale functie
in A willekeurig dicht benaderd kan worden door eindige lineaire combinaties van de

vorm A7(A — z1)71 -+ (A — 2, 1) met j < 2k. Hieruit volgt dan dat (P)x stijgt

naar 1. i

10.11 De claim

Er wordt geen exact bewijs gegeven van de claim. Wel wordt duidelijk gemaakt
hoe een rationale functie benaderd kan worden door functies van de voorgeschreven

vorm.

e De identieke functie A
A= AQ(A — Zl]])_l — ZlA(A — Zl]l)_l
e Monomen A"

Op dezelfde manier als hierboven worden voldoende factoren in de noemer
toegelaten (evenveel als de (oorspronkelijke) macht in de teller is voldoende)
en gaat men A*(A — 2 1)~ (A — z,1)7! corrigeren tot men

(A—z D) (A—z,)A"(A— 1) (A—2,1)7!

bekomt.
e Polynomen

Polynomen zijn natuurlijk gewoon lineaire combinaties van monomen.
o (A—z1)"! woor een zekere z € o(A)°

Kies een z; € {21, 22, ...} die dicht bij z ligt. Dan kan je (A — z1)~! benaderen
door (A — 21]1) ce (A — Zj,l]l)(A — 21]1)_1 ce (A — Zj]l)_l.

o (A—z1)" woor een zekere z € o(A)°

Als je uit een dichte verzameling © een eindig aantal punten wegneemt (noem

de bekomen verzameling ’}:N)), blijft ze dicht. Neem immers een willekeurige
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niet-lege open verzameling I', en neem daar ook die punten uit weg (als ze erin
liggen). De nieuwe verzameling [ is nog steeds niet-leeg en open, en heeft dus
niet-lege doorsnede met ©. Dus ook ® NT' = D N T is niet leeg.

Je kan dus n punten {z;,,...,2;, } uit {21, 22, ...} nemen die willekeurig dicht

bij z liggen. Stel dat 5 de grootste index is van deze punten, dan kan je

= A=z, )7t (A=, 1)
nemen als benadering voor (A — z1)7*.
(A—y )= -+ (A — yp 1)~ met de y; onderling verschillend in o(A)°

Vermits de polynomen

(A —yol)2 (A —ys1)™s - (A —y, 1)
(A—y 1) (A —ysD)™s - (A =y )™

(A= )" (A —gyel)'2 - (A =y I)™

onderling ondeelbaar zijn, bestaat er een lineaire combinatie van deze termen
(met als coéfficiénten polynomen) die gelijk is aan 1. Als we deze relatie delen
door (A —y; )™ (A —yo1)" - - - (A — yx1)™ vinden we een lineaire combinatie

van dingen die we al kunnen benaderen.
FEen willekeurige rationale functie f(A)

Je kan de noemer ontbinden tot een product met lineaire factoren (C is
algebraisch gesloten). Dan krijgen we het product van twee dingen die we

al kunnen benaderen.

10.12 Lemma

Zij A een rationaal m-cyclische operator met zelfcommutator D, dan is Tr(D) <
m| AJ>.

BEwLIS :
Door lemma 10.10 vinden we een rij projecties (Py)ren die naar 1 stijgt en zodat
voor elke k de rang van (1 — P,)AP, < m. Hieruit volgt dat (voor elke k)

(11— P)AP|3 < m|(1— Py)AP|.
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Door lemma 10.7 vinden we dus

Tr(D)

lilgn Tr(PyDPy)
limsup ||(1 — Py)AP:||3
k

N

N

limsupm/|| (1 — Py) AP
k

N

ml|A[.

10.13 Stelling (Berger-Shaw)

Ziy T € B(9) een rationaal m-cyclische hyponormale operator met zelfcommutator
D, dan is Tr(D) < Zu(a(T)).

BEw1JS :

We splitsen het bewijs op in twee gevallen:

o m < 0

Zij R = ||T|| en zij D = B(0,R). Kies ¢ > 0 willekeurig. We kunnen een
eindige verzameling {Dy, Do, ..., D,} vinden van 2 aan 2 disjuncte gesloten
bollen in D \ o(T), zodat u(D) < p(o(T)) + >, 1u(Dy) + €. (dit volgt uit
de overdekkingsstelling van Vitali”) Zij voor elke Dj: a; het centrum en 7y
de straal. We kunnen dan vorige bewering herschrijven als 7R* — 7Y, r2 <
(o (T)) + €. Zij nu U, de eenzijdige shift (op ¢*(N)), en zij voor elke k €
{1,2,...,n}: Uy de directe som van m kopies van a;1l + r,U,. Dan is voor
elke k: o(Uy) = Dy (dit volgt uit voorbeeld 5.10). Het is duidelijk dat elke
Ui m-cyclisch is (want Uy is 1-cyclisch). Dus zeker is elke Uy rationaal m-

cyclisch. Omdat de spectra van T, Uy, . . ., U, paarsgewijze disjunct zijn, is ook
V =TaU, ®...aU, rationaal m-cyclisch (lemma 10.9). Ook geldt eenvoudig
|Vl = R, want R is het maximum van de normen van de sommanden van V.

Omdat voor elke k: [U}, Ug] een projectie is, is [V*, V] een positieve operator.

"Stelling (Vitali) [33]
Zij & een familie van gesloten verzamelingen in C die een verzameling A C C bedekt, zodat voor
elke x € Aen é > 0 een E € & bestaat zodat z € FE en u(E) < §, dan bestaat er voor elke
€ > 0 een eindige deelverzameling {Ey, Es, ..., E,} C £ met de F; twee aan twee disjunct en zodat

(A < Y, u(E) +e.
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Door lemma 10.12 weten we dus dat Tr([V*,V]) < m||V||* = mR?. Ook is
Tr([Ve,V]) = Tr(D)+> Tr([U, Ul)

K
= Tr(D)+ mz 7.
k

We vinden dus
7Tr(D) < maR>—m Z e
k
< mu(a(T) + ¢).

Omdat e willekeurig is, is het bewijs volledig.
m=o0 & p(eo(T)) =0

7ij {&1,&s, ...} een basis voor $) en voor elke n € N, zij P, de projectie op de

rationaal invariante deelruimte voor T' voortgebracht door {1, ...,§,} (dit is

dus de kleinste deelruimte van $) die deze verzameling omvat en invariant is

voor elke rationale functie in 7' (met polen buiten ¢(7')); deze ruimte is dus
10

rationaal n-cyclisch). Voor een vaste n, schrijf P, = 0 0 en overeen-

A B

komstig T" = ( 0 ¢ ) (die nul natuurlijk omdat het bereik van P, invariant

(A%, A] - BB* 0
0
is, en P, zelftoegevoegd) is [A*, A] — BB* positief. Omdat de ruimte waarop

is onder T"). Dan is P,DP, = , dus (omdat D positief

A werkt rationaal invariant is voor 7', is 0(A) C o(T).
Inderdaad, zij A\ & o(T'), dan is

(T —A)™HT —Al) = ( Al(AO_ A : )

(1)

waarbij A; de noordwestcomponent van (7' — A1)~!is. A — A1 is
dus al zeker linksinverteerbaar, en analoog is A — A1 ook rechtsin-
verteerbaar, met dezelfde inverse. Dus A & o(A).
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Dus A is rationaal n-cyclisch en u(o(A)) < p(o(T)) = 0. Door op A het
eerste geval toe te passen, vinden we dat Tr([A*, A]) < 0. We bekomen dus
Tr(P,DP,) < 0 voor elke n. Omdat P, stijgt naar 1, vinden we Tr(D) < 0.

Uit deze stelling kunnen we de ongelijkheid van Putnam afleiden voor hypo-

normale operatoren.

10.14 Stelling (Putnam)
Zig T € B($) een hyponormale operator met zelfcommutator D, dan geldt

IDI < Zulo(T))

BEW1IJS :
Zij £ € $ een eenheidsvector. Het is voldoende te bewijzen dat

(D€)< —plo(T)).

Zij ¢ de rationaal cyclische deelruimte van $) voortgebracht door &, d.w.z.

¢ = \{F(T)¢] f € Rat(a(T))}.

Omdat deze deelruimte natuurlijk invariant is voor T"is R = T'|s, nog steeds hypo-
normaal. R is heeft per constructie een rationaal cyclische vector (§). Ook zal
|R*E|| = |PT*¢|| < ||T*]|, met P de projectie op $¢. Zoals in het bewijs van het
tweede geval in de stelling van Berger en Shaw is o(R) C o(T'). Dus is

(Dg,6) = |T¢l* — [ T7¢]”
< |IRe® = IIRE|f”

= (BRI
< Tr([R*, R])
< %M(U(R))
< Tulo(T)

Voor hyponormale operatoren geldt dus ook:
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10.15 Gevolg

Een hyponormale operator T' met pu(o(T)) = 0 is noodzakelijk normaal.

Op C bestaan er veel maten, en men kan zich dan ook de vraag stellen of deze
stellingen ook gelden met een andere maat dan p. Het is eenvoudig in te zien dat elk
scalair veelvoud tu met ¢ > 1 van de Lebesguemaat ook voldoet. Dit zullen echter
de enige Borelmaten zijn met die eigenschap.

In het bewijs van de Berger-Shaw-ongelijkheid maakt men expliciet gebruik van
het feit dat de Lebesguemaat van een verzameling overeenkomt met de oppervlakte
van de verzameling. Hieruit kunnen we niet echt besluiten dat dit de enige maat is
met die eigenschap, maar we kunnen wel besluiten dat de maat die deze eigenschap
heeft translatie-invariant moet zijn. Uit het bewijs van de Putnam-ongelijkheid in
het subnormale geval zien we ook dat de maat translatie-invariant moet zijn.

Haar heeft bewezen dat er slechts één translatie-invariante borelmaat (op scalair
veelvoud na) bestaat op een willekeurige (commutatieve) maatruimte (zie hiervoor
[29]). Omdat we in het bewijs van het lemma van Ahlfors en Beurling gebruik
maakten van de eigenschap dat de functie ¢(.,0) voldeed aan (t;,0) — ((t2,6) <
t1 — t9, als ty < t9, kunnen we geen willekeurig scalair veelvoud nemen van p,
maar slechts veelvouden tu met t > 1. Als dit niet het geval was, zou immers
elke subnormale operator normaal zijn, vermits we het rechterlid van de Putnam-

ongelijkheid dan willekeurig klein kunnen krijgen.
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Appendix A:

Wortels van positieve operatoren

We beginnen met twee lemma’s:

1. Lemma

Zij A en B operatoren zodat 0 < A < B en zij A inverteerbaar, dan is B inverteer-
baar, en B~ < A1,

BEw1JS :

B—-A>0 ATV2(B-AAV2 >0
ATVPBAT? > 1
o(A7Y2BATY?) C [1,400)
A7'2BA~Y? is inverteerbaar

B = AY?(A7Y2BAY%) AY2 is inverteerbaar

L R

=
N
oyl

o(B) € [L[|B]]
o(B71) € [1/1B]I, 1]

1
o(1-B1HC[0,1-—-]CR"
1B

R R

1> B

WV

b) A willekeurig

A<B = 1< A 'V2pA?
= A1/2B—1A1/2 _ (A_1/2BA_1/2)_1 <1
= BlgA!
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2. Lemma
ZijA >0 en A B € B($) zodat 0 < A< B, dan is A(1+  A)~' < B(1+ AB)~!.

BEW1IJS :
0SAKB = 1< (I+2A4) < (1+AB)
= (I1+AB)'<(1+X4)7'<1
= 1-(1+XA)7'<1—(1+AB)"!
= ((I4+XA) =D)L+ XA < (M+AB) - D)1+ AB)!
= MM+ XA < AB(I+AB) !
|
Nu hebben we voldoende materiaal om volgende stelling te bewijzen:
3. Stelling
Zij A, B € B($) zodat 0 < A < B, dan is ook 0 < AY? < B2,
BEwWLIS :
Definicer voor elke A € R* de functie fy : RY — R™ : t— f(t) = ;. We
beschouwen dit nu als functie van A en we berekenen
—+o0 1 +o0 t
Ht)—d\ = ——d\
0 )\( )\/X 0 \/X(l + /\t)
Door substitutie u = At krijgen we:
+oo
L dp = 74,
o VE(Ll+p)

want door substitutie z = /p vinden we:

dr = 2Bgtg(z)|]>* = .

+o00 1 +o0
= 2/
o VR(l+p) o 1+a?

Zij nu C een willekeurige positieve operator, en zij fw tdE(t) zijn spectrale
ontbinding. Definieer voor elke A € R* de operator C = f,(C). We bekijken nu de
afbeelding

+0c0 1
p: HxHC: (5,77)H/0 (165
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Dit is duidelijk een sesquilineaire vorm op $). We rekenen nu uit dat deze ook
begrensd is:

400
p(&,1n) :/0 <C/\fa77>%d)‘

- /Om ( | d<E<t>§,n>) L

oo t
-/ ( Ain dA) HEWE )
=7 R+\/l_fd<E(t)§,77>

= m(C'%¢,n).

Het omwisselen van integratievolgorde mag omdat de voorwaarden van de stelling
van Fubini® voldaan zijn.
Nuis A < B, dus voor elke A is fy(A) < fa(B), zodat voor alle £ € $:
<1 <1
AAEO S BIEY = [ e < [ (B
(IA(A)E, &) < (fA(B)E, §) 0\/X<A()> Oﬁ<x()>
= (A%, €) <m(BY%,€).

8Stelling (Fubini)[29]
Zij (Q1,9M, 1) en (Qo2, Mo, p2) o-eindige maatruimten en zij f : Q1 X Qs — [0, 4+00] een positieve
M1 X My-meetbare functie, dan geldt

[ ([ seminw) e = [ ([ senane) duo.

85



Appendix B:

Een veralgemeende
Cauchy-integraalformule

We hebben dus een complexe functie 1) (met compacte drager A) die als R%-functie
differentieerbaar is. We gebruiken de dubbele notatie ¢(u,v) en ¥ () met ¢ = u+1iv.

Zij nu
1 O
I(z) = —W//RQC_Zdudv,

dan moeten we bewijzen dat I(z) = ¢(z) voor iedere z in C. Voor een vaste (maar

willekeurige) z = a+ b, en voor iedere € definiéren we A, = [a —¢€,a+€]| X [b—€,b+¢]

en I(z) = —= Jac fipz du dv.

Duidelijk is lim. o I(2) = I(z) (immers, het integratiegebied wordt willekeurig

klein, en ‘—i| is p-integreerbaar op compacten). We rekenen nu I.(z) wat verder

1 O
I.(z) = —;//SC_Zdudv
1 100 109y 1
= —;//g(ﬁa—u—z(a—v) (0 —a)+i(w—p) "

We kunnen de integralen opsplitsen over verschillende deelgebieden. We behandelen

uit.

eerst de eerste term.
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10y
__// 2 0u (u—a) +z(v—b)dUdU

= dv /du X !
B 27r —b|>c ou (u—a)+i(v—0)

1 O 1
—— dv du — ,
2m [v—b|<e |lu—a|>e du (u - CL) + Z<U - b)

o )

e <<u—a>+z’<v—b>>2)

_i " ¢(U, ’U) a—e w(u7 ’U) +00
27 Jyu—pi<e (u—a)+ifv—=>)|,_ . (u—a)+i(v—0>)

) b
R e e b))?)

B 1 P(a —e,v) Y(a+e0)
B // (u—a —l—zv—b)) dUdij% UbKedU(_—e—l—i(v—b)+e+i(v—b))‘

Volledig analoog kunnen we de tweede term uitwerken tot:

1 y Y(u,v)
2T s ! ( (u—a)+i(v—10)

u=a-+e€

dud
2m// 8'0 (u—a ~|—zv—b) wav

1 (u,b—¢) (u, b+ €)
// (u—a +zv—b)) dudv+2—m |u_a|<€du((u—a)—z’e_(u—a)+ie)'

We vinden dus:

1 _ Pla—ev) | wlatev)
Llz) = o |v—b|<edv( —e+i(v—1b) €+i(v_b>>
1 y Y(u,b—e)  P(u,b+e)

|u a|<ed ( ) |

2mi (u—a)—1ie (u—a)+ie

271
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Dit is eigenlijk niets anders dan de contourintegraal over de rand van A; definieer

Ye1 = la—€,a+el - C: t—t+ib—e)
Yo = [b—€b+e —-C: t (a+¢€)+it
Yes = [Fa—€e,—a+¢e —C: t— —t+i(b+e)
Yea = [-b—€,—b+¢e]—C: t—(a—e)—it

Ve = 71 U2 Uy Uy,

%3
¥ ia,b)
E.q -
TE.E
YA
¥

gl

dan is
1 P(C)
L) = g f F

De bewering is dat lim._q I.(z) = ¥ (z) voor elke z € C.

1 P(¢) 1 Y(¢) 1 Y(2)
ori f o] = | f g g

%j{ ¥(¢) :1/1(2)%‘

(—z
1 1
< %gﬂelgw@)—w(z)’?gm&
4
= —sup[P(C) — ¥ (2)l.
CEYe

Omdat ¢ continu is, kunnen we dit laatste willekeurig klein krijgen.
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