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Inleiding

In operatorentheorie heeft men veel nuttige resultaten bekomen m.b.t. normale

operatoren. Deze operatoren, die voldoen aan de op het eerste zicht ietwat vreemde

eis van commuteren met hun toegevoegde, hebben veel eigenschappen die nuttig

zijn gebleken. Niet enkel in het ontwikkelen van theorie, maar er zijn ook tal van

toepassingen, bijvoorbeeld in de wiskundige natuurkunde. Deze normaliteitseis laat

de zeer belangrijke spectrale decompositie toe. Met die spectrale decompositie kan

men dan weer een functiecalculus gaan ontwikkelen, die een uitbreiding blijkt van

de intüıtieve functiecalculus voor veeltermen, of de Riesz-calculus voor analytische

functies. In de multipliciteitstheorie (waar overigens geen gebruik van wordt ge-

maakt in dit werk) heeft men de normale operatoren volledig gedissecteerd, zodat

al hun geheimen ontsluierd zijn.

De logische volgende stap in de operatorentheorie is dan de operatoren onderzoe-

ken die ‘dicht bij de normale liggen’. Zo zijn er verschillende klassen van operatoren

die de notie van normaliteit uitbreiden. Er bestaan quasinormale en hyponormale

operatoren, en dus ook subnormale operatoren, die hier onderzocht worden. De

quasi- en de hyponormale operatoren worden echter niet achterwege gelaten. De

naamgeving van deze operatoren is niet bijzonder suggestief (‘sub’ en ‘hypo’ beteke-

nen allebei ‘onder’), maar deze is historisch zo gegroeid, en wordt algemeen gebruikt.

Subnormale operatoren zijn ingevoerd in 1950 door Paul Halmos in [21]. Enkele

nuttige (en belangrijke) eigenschappen werden daarin al aangetoond. Joseph Bram

verfijnde in [4] enkele resultaten, en bewees er een heel aantal nieuwe. Dit is dan ook

het eerste standaardwerk over subnormale operatoren. John Conway heeft meer re-

cente werken geschreven die vele eigenschappen van subnormale operatoren bundelen

[7, 8]. Deze had ik echter niet ter beschikking. Hedendaags onderzoek naar subnor-

male operatoren wordt gedaan door (o.a.) John Conway, Donald Hadwin, Nathan

Feldman, Robert Olin, Jim Agler, John McCarthy, Liming Yang, Alexandru Ale-

man, Jan Stochel, Karol Rudol. Zie bijvoorbeeld [1, 2, 10, 16, 17, 19, 26, 28, 32, 35].

(Deze artikels zijn niet gebruikt voor dit werk, ze zijn slechts opgenomen in de

bibliografie voor de gëınteresseerde lezer)
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De theorie van de subnormale operatoren heeft vele wortels in de complexe

analyse. Hoewel hier eerder de operatortheoretische aanpak is gevolgd, zal dit toch

voldoende duidelijk worden. In dit werk zijn verschillende karakterisaties van sub-

normale operatoren terug te vinden. Er is (natuurlijk) het Halmos-Bram criterium,

dat al van 1955 stamt. Ook is er een karakterisatie in functie van semispectrale

maten, die natuurlijk zijn idee vindt in de spectrale decompositie voor normale ope-

ratoren. Er wordt ook een functiecalculus ontwikkeld voor subnormale operatoren,

weerom door gebruik te maken van de al bekende functiecalculus voor normale ope-

ratoren. Verder zijn er nog twee merkwaardige resultaten. In sectie 9 wordt nog

een andere karakterisatie bewezen, er wordt een topologisch verband gegeven tussen

de normale en de subnormale operatoren. In sectie 10 worden de Putnam- en de

Berger-Shaw-ongelijkheden bewezen, die een verband geven tussen de norm resp.

het spoor van de zelfcommutator van een operator en de Lebesguemaat van het

spectrum van die operator.

In de benaderingstheorie hebben subnormale operatoren ook een praktische be-

tekenis gekregen (die hier echter niet behandeld wordt; zie hiervoor bijvoorbeeld

[12]). Het onderzoek naar de subnormale operatoren is een steeds groeiende tak

van de operatorentheorie, zodat waarschijnlijk nog veel meer nuttige toepassingen

gevonden zullen worden.
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Voorbeschouwingen

In deze voorbeschouwingen worden notaties ingevoerd en enkele noodzakelijke

begrippen uit de operatorentheorie vermeld. De meeste dingen worden niet bewezen.

De bewijzen zijn te vinden in [30] voor sectie 2-4, en sectie 5 is terug te vinden in

[6]. Voor de maattheoretische aspecten kan je terecht in [29].

1. Notaties en afspraken

N,Z,Q,R,C zijn de ruimtes van de natuurlijke, gehele, rationale, reële en complexe

getallen respectievelijk. De complex toegevoegde van z ∈ C noteren we met z̄, zo

ook is f̄ de complex toegevoegde functie van f . De sluiting van een verzameling ∆

wordt ook genoteerd met ∆̄, de verzameling van complex toegevoegde elementen is

dan ∆∗.

Een Hilbertruimte is een vectorruimte over de complexe getallen, uitgerust met

een scalair product 〈. , .〉 (afspraak: 〈. , .〉 is lineair in het eerste lid, antilineair in het

tweede), die volledig is m.b.t. dat scalair product en gesloten t.o.v. de topologie

gëınduceerd door de norm ‖ξ‖ = 〈ξ, ξ〉1/2. Hilbertruimtes worden aangeduid met

H en K en worden separabel verondersteld (hoewel dit niet altijd noodzakelijk is;

sommige voorbeelden maken dan ook gebruik van niet-separable Hilbertruimten).

Typische elementen hiervan zijn ξ en η. B(0, r) is de open bol met straal r: B(0, r) =

{ξ ∈ H| ‖ξ‖ < r}. Zij M ⊂ H, met
∨

M bedoelen we de kleinste deelruimte van

H die M bevat. Dit is de afsluiting (in de normtopologie) van alle eindige lineaire

combinaties van elementen in M.

Operatoren zijn begrensde lineaire afbeeldingen tussen twee Hilbertruimtes, en

worden voorgesteld door A,B, . . . (op één plaats zullen ook onbegrensde afbeeldingen

toegelaten worden, maar dit wordt daar duidelijk gemaakt). B(H) is de verzameling

van alle begrensde operatoren van een Hilbertruimte H naar zichzelf. De beperking

van een operator A op K tot de deelruimte H ⊂ K wordt genoteerd met A|H (dit

is dus een operator van H naar K). De toegevoegde van een operator A wordt

voorgesteld door A∗, en is gedefinieerd door 〈Aξ, η〉 = 〈ξ, A∗η〉 voor alle ξ, η ∈ H.

Enkele speciale soorten operatoren:

• zelftoegevoegde operatoren: A = A∗

• idempotente operatoren: A2 = A
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• projecties: idempotente zelftoegevoegde operatoren

• unitaire operatoren: U∗U = UU∗ = 1l

• normale operatoren: N∗N = NN∗

• isometrieën: V ∗V = 1l

Twee operatoren A,B noemt men unitair equivalent (notatie: A ∼= B) asa er

een unitaire U bestaat zodat UAU∗ = B.

Voor een operator A is C∗(A) de kleinste unitale C∗-algebra die A omvat: dit is

de sluiting (in de normtopologie) van de polynomen in twee variabelen, in A en A∗.

De commutator [A,B] van twee operatoren is de operator AB−BA; de zelfcom-

mutator van een operator A is [A∗, A], en wordt soms voorgesteld door DA (of als

duidelijk is welke operator bedoeld wordt, gewoon D).

Een norm op B(H) wordt geleverd door ‖A‖ = supξ∈H
‖Aξ‖
‖ξ‖ . We beschouwen op

B(H) drie topologieën: de normtopologie (de zwakste topologie waarvoor A 7→ ‖A‖
continu is), de sterke operator topologie (de zwakste topologie waarvoor A 7→ Aξ

continu is, voor elke ξ ∈ H) en de zwakke operatortopologie (de zwakste topologie

waarvoor A 7→ 〈Aξ, η〉 continu is, voor elke ξ, η ∈ H).

µ wordt meestal gebruikt om een Borelmaat op C voor te stellen. Voor een

meetbare functie f noteren we

‖f‖∞ = inf{M ∈ [0,+∞]| µ({z ∈ C| f(z) > M}) = 0}.

L∞(µ) is dan de verzameling van alle meetbare complexe functies f waarvoor ‖f‖∞
eindig is, uitgedeeld naar de equivalentierelatie

f ≡ g asa µ({z ∈ C| f(z) 6= g(z)}) = 0.

L2(µ) is de ruimte van meetbare functies waarvoor ‖f‖2 =
∫

C |f(z)|2 dµ(z) eindig

is, uitgedeeld naar dezelfde equivalentierelatie als hierboven.

Zij K ⊂ C een compact. C(K) is de ruimte der continue functies op K. Rat(K)

is de verzameling der rationale functies met polen buiten K. De uniforme sluiting

hiervan in C(K) wordt genoteerd met R(K). Zij µ een Borelmaat met compacte

drager K, dan is R2(µ) de L2(µ)-sluiting van Rat(K). P 2(µ) is de afsluiting van de

polynomen in een veranderlijke in L2(µ).

`2(N) en `2(Z) zijn de kwadratisch sommeerbare rijen met indices in N resp. Z
en elementen in C. Voor een Hilbertruimte H is H(∞) de ruimte der kwadratisch

sommeerbare rijen (hiermee wordt bedoeld dat de normen kwadratisch sommeerbaar

zijn) van elementen in H, met indices in N. Als A een operator is op H, dan is A(∞)

de operator die op elk element van de rij A toepast.

2



2. Het spectrum

Een operator A is inverteerbaar als er een operator B bestaat zodat AB = BA = 1l.

B wordt dan genoteerd met A−1. Het spectrum van een operator A is dan als volgt

gedefinieerd:

σ(A) = {λ ∈ C| (A− λ1l) is niet inverteerbaar}.

2.1 Eigenschap

Het spectrum van een operator is een niet-lege compacte deelverzameling van C.

Nu kan men gaan onderzoeken op welke manier elementen λ ∈ C terecht kunnen

komen in σ(A). Dit leidt dan tot een opsplitsing van het spectrum. Een mogelijke

opsplitsing, die wordt gebruikt in [30], is:

• Pσ(A) = {λ ∈ C| (A− λ1l) niet injectief}

• Cσ(A) = {λ ∈ C| (A− λ1l) injectief, niet surjectief, Ran (A− λ1l) = H}

• Rσ(A) = {λ ∈ C| (A− λ1l) injectief, niet surjectief, Ran (A− λ1l) 6= H},

dewelke elk element van σ(A) bereikt omdat A − λ1l inverteerbaar is asa A − λ1l

injectief én surjectief is. De deelverzamelingen noemen dan resp. het puntspectrum,

het continu spectrum en het residuaal spectrum.

Een andere onderverdeling van het spectrum is:

• σp(A) = {λ ∈ C| ∃ξ ∈ H : Aξ = λξ}

• σap(A) = {λ ∈ C| (A− λ1l) is niet langs onder begrensd}
(een operator B noemt men langs onder begrensd als 0 < inf{‖Bξ‖; ξ ∈ H})

• σc(A) = {λ ∈ C| Ran (A− λ1l) 6= H}.

Hier noemt men de deelverzamelingen het puntspectrum, het benaderend puntspec-

trum en het compressiespectrum. Het grootste verschil is dat de verzamelingen in

de eerste verdeling disjunct zijn, en in de laatste niet. We kunnen dit als volgt

voorstellen:
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Er geldt:

Pσ(A) = 2 ∪ 3 = σp(A)

Cσ(A) = 1 ⊆ σap(A) = 1 ∪ 2 ∪ 3 ∪ 4

Rσ(A) = 4 ∪ 5 ⊆ σc(A) = 3 ∪ 4 ∪ 5

Er zal voornamelijk met de tweede ontbinding gewerkt worden, hoewel de eerste

ook wel ter sprake komt.

2.2 Eigenschap

• Voor elke operator A geldt σ(A) ⊆ B(0, ‖A‖).

• Als A unitair is, is σ(A) ⊆ T = {λ ∈ C| |λ| = 1}.

• Als A zelftoegevoegd is, is σ(A) ⊂ R.

• Als A een projectie is, is σ(A) ⊆ {0, 1}.

Er is nog een speciaal type van operator: positieve operatoren. Men noemt een

operator A positief als A zelftoegevoegd is, en σ(A) ⊂ R+ (notatie: A > 0). Enkele

eigenschappen van dit soort operator:

2.3 Eigenschap

• Een operator A is positief

asa er bestaat een zelftoegevoegde operator B zodat A = B2

asa er bestaat een operator C zodat A = C∗C.

• Een operator A is positief asa 〈Aξ, ξ〉 > 0 voor alle ξ ∈ H.

• Zij A een positieve operator, dan bestaat er voor elke n ∈ N een positieve

operator B zodat Bn = A (notatie: B = A1/n).

Men kan op de zelftoegevoegde operatoren een partiële orderelatie definiëren door

A > B asa A−B > 0.

Ook bestaat er voor elke operator A een unieke ontbinding A = B + iC, met B

en C positieve operatoren. Men noemt dit de cartesiaanse ontbinding.

Een ander object dat men aan het spectrum van een operator A kan hechten is

de spectrale straal r(A): dit is de kleinste straal van een bol met middelpunt 0 die

het spectrum omvat. Anders gezegd: r(A) = supλ∈σ(A){|λ|}.
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2.4 Eigenschap

r(A) = limn ‖An‖1/n

Voor een normale operator N kan men eenvoudig nagaan dat ‖Nn‖ = ‖N‖n

voor elk natuurlijk getal n, zodat r(N) = ‖N‖. Een interessante eigenschap van het

spectrum van een normale operator is ook:

2.5 Stelling (Criterium van Weyl)

Zij N een normale operator, dan is σ(N) = σap(N).

Een minder bekende eigenschap van het spectrum is:

2.6 Eigenschap [22]

Zij A een operator. De rand van σ(A) is een deel van σap(A).

Bewijs :

Zij λ ∈ C op de rand van σ(A). Dan bestaat er een rij (λn)n 6∈ σ(A) die convergeert

naar λ. Noem Bn = A − λn1l voor elke n en B = A − λ1l. Merk op dat elke

Bn inverteerbaar is, maar B niet. Er geldt ‖Bn − B‖ = |λn − λ| → 0. B is niet

inverteerbaar, dus 0 ∈ σap(B) of 0 ∈ σc(B). We moeten dus nog bewijzen dat

0 ∈ σc(B) ⇒ 0 ∈ σap(B), of anders uitgedrukt, dat uit RanB  H volgt dat B niet

langs onder begrensd is.

Stel dus nu 0 6= ξ ∈ (RanB)⊥. Noem ξn = B−1
n ξ

‖B−1
n ξ‖ . Dan is ‖ξn‖ = 1 zodat

‖(Bn−B)ξn‖ 6 ‖Bn−B‖ → 0. Nu is echter Bξn ∈ RanB en Bnξn ⊥ RanB, zodat

‖Bnξn −Bξn‖2 = ‖Bnξn‖2 + ‖Bξn‖2 > ‖Bξn‖2,

dus (ξn)n is een rij eenheidsvectoren zodat ‖Bξn‖ → 0. B is dus niet langs onder

begrensd.

3. De spectrale decompositie

3.1 Definitie

Zij (X,M) een meetbare ruimte. Een spectrale maat E voor een Hilbertruimte H is

een afbeelding van M naar B(H) zodat:

• Voor elke ∆ ∈ M is E(∆) een projectie.
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• E(∅) = 0 en E(X) = 1l.

• E(∆ ∩ Λ) = E(∆)E(Λ) voor alle ∆,Λ ∈ M.

• Voor elke rij (∆n)n van twee aan twee disjuncte verzamelingen in M is

E (
⋃
n ∆n) =

∑
nE(∆n).

N

Als E een spectrale maat is, dan kan men nagaan dat 〈E(.)ξ, η〉 een Borelmaat

is, voor elke ξ, η ∈ H.

De bedoeling van een maat is om te kunnen integreren. Men kan dan ook voor

alle begrensde functies f : X → C de operator
∫
X
f dE definiëren. De details zijn

te vinden in [30]. De afbeelding van de begrensde complexe functies op X naar de

operatoren op H die een functie afbeeldt op zijn integraal t.o.v. een (vaste) spectrale

maat, is een *-homomorfisme.

We noteren met z de identieke functie op C. Een diep resultaat voor normale

operatoren is:

3.2 Stelling

Zij N ∈ B(H) een normale operator. Dan bestaat er een unieke spectrale maat E op

de Borelverzamelingen van σ(N) zodat

N =

∫
σ(N)

z dE(z).

Bovendien geldt E(∆) 6= 0 als ∆ een niet-lege open deelverzameling van σ(N) is.

Ook geldt voor elke operator A ∈ B(H): [N,A] = 0 asa [E(∆), A] = 0 voor elke

Borelverzameling ∆.

We noemen N =
∫
σ(N)

z dE(z) de spectrale decompositie van N . Merk op dat

voor een spectrale maat E de operator
∫
z dE(z) steeds normaal is, zodat er een

bijectie bestaat tussen de spectrale maten en de normale operatoren.

Zij nu E de spectrale maat voor een normale operator N . We noemen een

complexe maat µ een scalaire spectrale maat voor N als µ(∆) = 0 asa E(∆) = 0

voor elke Borelverzameling ∆. Dit begrip zullen we later nog nodig hebben.

4. Een functiecalculus

De bedoeling is om voor complexe functies f op C ook f(A) te kunnen definiëren,

waarbij A een operator is op een zekere Hilbertruimte. Men maakt hiervoor gebruik
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van de integraalformule van Cauchy en van vectorwaardige integratie. Opnieuw

vermeld ik alleen het resultaat, de technische details zijn terug te vinden in [30].

Zij A een operator op H. Voor alle functies f : C→ C die analytisch zijn op een

open dat σ(A) omvat, definiëren we f(A) = 1
2πi

∫
γ
f(z)(z1l−A)−1 dz, waarbij γ een

positief georiënteerd systeem van gesloten krommen is, in het analyticiteitsdomein

van f , die σ(A) omsluiten.

De afbeelding die een functie f afstuurt op f(A) voor een vaste operator A

is de Riesz-calculus, met als eigenschappen dat 1(A) = 1l en z(A) = A, waarbij

1 de constante functie is die alles afstuurt op 1, en z de identieke functie op C.

Een belangrijke eigenschap van deze calculus is het ‘spectral mapping theorem’:

σ(f(A)) = f(σ(A)).

Voor een normale operator kunnen we verder gaan: we kunnen voor elke be-

grensde functie f op σ(N), f(N) definiëren als f(N) =
∫
σ(N)

f dE, waarbij E de

spectrale maat voor N is. Men noemt dit de Borelcalculus. Deze is een uitbreiding

van de Riesz-calculus (d.w.z. voor analytische functies komen de twee definities op

hetzelfde neer).

Enkele eigenschappen van deze Borelcalculus:

• ‖f(N)‖ 6 ‖f‖, waarbij we de supnorm op σ(N) bedoelen.

• Als f continu is, geldt zelfs ‖f(N)‖ = ‖f‖.

• Zij A ∈ B(H) zodat [N,A] = 0, dan zal ook [f(N), A] = 0.

• Zij E de spectrale maat voor N ;

f(N) = g(N) asa f = g E-b.o., d.w.z. E({λ ∈ σ(N)| f(λ) 6= g(λ)}) = 0.

• σ(f(N)) = <E(f) := {λ ∈ C| ∀ε > 0 : E(f−1(B(λ, ε))) 6= 0}.

5. Cycliciteit

5.1 Definitie

• Men noemt een vector ξ ∈ H een *-cyclische vector voor A ∈ B(H) als

H = {Bξ| B ∈ C∗(A)}.

• Men noemt een vector ξ ∈ H een cyclische vector voor A ∈ B(H) als

H =
∨
{Akξ| k ∈ N}.

A noemt men dan een (*-)cyclische operator. N
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5.2 Eigenschap

Elke operator A ∈ B(H) is de directe som van *-cyclische operatoren.

Bewijs :

Zij ξ een vector in H en zij Hξ = {Bξ| B ∈ C∗(A)}. Kies nu een vector η in H⊥
ξ ,

dan is ook Aη ∈ H⊥
ξ . Immers, voor elke B ∈ C∗(A) is 〈Bξ,Aη〉 = 〈A∗Bξ, η〉 = 0,

omdat A∗B ∈ C∗(A). Ook zal AHξ ⊆ Hξ, zodat A = A|Hξ
⊕ A|H⊥ξ . AHξ

is dus een

*-cyclische operator op Hξ. We noemen nu twee vectoren ξ, η ∈ H *-orthogonaal

als ξ ∈ H⊥
η (of equivalent η ∈ H⊥

ξ ). Er bestaat dan een verzameling van 2 aan 2

*-orthogonale vectoren V die heel H genereren (d.w.z. C∗(A)V = H). Dit is een

eenvoudige toepassing van het lemma van Zorn:

Zij X de verzameling van alle deelverzamelingen van H waarvan de ele-

menten 2 aan 2 *-orthogonaal zijn. We ordenen deze verzameling door

inclusie ⊆. Bekijk nu een keten K in X. Dan is G =
⋃
H∈K H een boven-

grens van K. Inderdaad, neem twee vectoren ξ en η in G. Dan bestaan

er verzamelingen H1 en H2 in K zodat ξ ∈ H1 en η ∈ H2. Omdat K

een keten is zal H1 ⊆ H2 of H2 ⊆ H1. Er bestaat dus een H ∈ X met

ξ, η ∈ H, dus ξ en η zijn *-orthogonaal. En duidelijk zal ook voor elke

H ∈ K, H ⊆ G. Dus X heeft een maximaal element V . Nu moet V wel

H genereren, omdat anders V niet maximaal zou zijn.

Nu is dus A = ⊕ξ∈VA|Hξ
, met elke term hierin *-cyclisch.

Zij B(H) = L2(µ) met µ een zekere Borelmaat met compacte drager. Men

noteert met Nµ de normale operator: Nµ : f 7→ zf . Het is duidelijk dat deze

operator *-cyclisch is. Immers, 1 is een *-cyclische vector, omdat elke kwadratisch

integreerbare functie te benaderen is door veeltermen in twee veranderlijken z en z̄.

Door volgende stelling is elke *-cyclische normale operator van die vorm:

5.3 Stelling

Een normale operator N is *-cyclisch asa N unitair equivalent is met Nµ voor een

zekere Borelmaat µ op C met compacte drager. Als ξ een *-cyclische vector is voor

N , dan kan µ gekozen worden zodat er een isomorfisme V : H → L2(µ) bestaat met

V ξ = 1 en V NV −1 = Nµ. Onder deze voorwaarden is V uniek.

Zij N een normale operator met spectrale maat E. Als ξ een *-cyclische vector

is voor N , dan is µ(.) = 〈E(.)ξ, ξ〉 een scalaire spectrale maat voor N . Inderdaad,
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als E(∆) = 0, dan is ook µ(∆) = 0. Omgekeerd, als µ(∆) = 0, dan is E(∆)ξ = 0.

Maar E(∆) commuteert met N en N∗, dus met elke operator in C∗(N). Maar dan

is voor elke A ∈ C∗(N), 0 = AE(∆)ξ = E(∆)Aξ. Omdat ξ nu een *-cyclische

vector is voor N , is E(∆) = 0 op heel H, dus E(∆) = 0. Deze maat µ noemen we

‘de scalaire spectrale maat voor N horende bij ξ’.
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§ 1 Definities en eigenschappen

Deze paragraaf bevat enkele basisbegrippen, die terug te vinden zijn in [22, 25]

1.1 Definitie

Een operator S op een Hilbertruimte H wordt subnormaal genoemd als er een

Hilbertruimte K bestaat die H bevat, en een normale operatorN op K zodatNH ⊆ H

en N |H = S (m.a.w. een subnormale operator S is de beperking van een normale

operator N op K tot de invariante deelruimte H). N

1.2 Definitie

Een operator T is hyponormaal asa T ∗T > TT ∗. N

Equivalent: Een operator T is hyponormaal asa [T ∗, T ] > 0.

In het vervolg gaan deze notaties trouwens gebruikt worden: een subnormale S,

op H, met een normale uitbreiding N op K en een hyponormale T (op H).

Hyponormale operatoren zijn nuttig in de studie van subnormale operatoren,

omdat elke subnormale operator hyponormaal zal blijken te zijn (dit wordt verderop

bewezen).

Eerst het typevoorbeeld van een subnormale operator:

1.3 Voorbeeld

Neem H = `2(N) en U+ de verschuiving naar rechts; d.w.z. U+(a1, a2, a3, . . .) =

(0, a1, a2, a3, . . .). U
∗
+ is dan de verschuiving naar links: U∗

+(a1, a2, a3, . . .) = (a2, a3, . . .)

Het is duidelijk dat U∗
+U+ = 1l, terwijl U+U

∗
+ een projectie is die de eerste component

annihileert: U+U
∗
+(a1, a2, a3, . . .) = (0, a2, a3, . . .). U+ is dus duidelijk niet-normaal

hyponormaal. Bekijk K = `2(Z) en U−
+ weer de verschuiving naar rechts. Dan is U−

+

een normale uitbreiding van U+, dus U+ is ook subnormaal. F

Meer voorbeelden worden in de volgende paragraaf gegeven. In deze paragraaf

gaan we een beetje dieper in op deze operatoren. Eerst een alternatieve karakterisatie
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van de hyponormale operatoren:

1.4 Lemma

Een operator T (op een Hilbertruimte H) is hyponormaal asa ‖T ∗ξ‖ 6 ‖Tξ‖ voor

alle ξ ∈ H.

Bewijs :
T ∗T > TT ∗ ⇔ 〈T ∗Tξ, ξ〉 > 〈TT ∗ξ, ξ〉 voor alle ξ ∈ H

⇔ 〈Tξ, Tξ〉 > 〈T ∗ξ, T ∗ξ〉 voor alle ξ ∈ H

⇔ ‖Tξ‖2 > ‖T ∗ξ‖2 voor alle ξ ∈ H

1.5 Definitie

Gegeven een operator B op een Hilbertruimte H. We noemen een deelruimte D ⊆ H

een invariante deelruimte voor B als BD ⊆ D. Een deelruimte E ⊆ H is een

reducerende deelruimte voor B als zowel E als E⊥ invariante deelruimten zijn voor

B. N

Zij D een deelruimte van H. We kunnen H schrijven als D ⊕ D⊥, en overeen-

komstig de operatoren op H schrijven als 2 × 2-matrices. D is dan invariant voor

B asa de zuidwestcomponent van de decompositie B 0 is en D is reducerend asa B

splitst in een diagonaalmatrix.

Merk op dat de tweede eis van een reducerende deelruimte (E⊥ invariant voor

B) equivalent is met de eis dat E invariant is voor B∗: ∀ξ ∈ E en ∀η ∈ E⊥ geldt:

〈B∗ξ, η〉 = 〈ξ, Bη〉, of kijk naar de matrixdecompositie hierboven.

De ruimte H waarop een subnormale operator S werkt is dus een invariante

deelruimte voor de normale uitbreiding N . Als H nu ook een reducerende deelruimte

blijkt te zijn, dan is S zelf ook normaal:

〈S∗Sξ, η〉 = 〈Sξ, Sη〉 = 〈Nξ,Nη〉 = 〈N∗Nξ, η〉 = 〈NN∗ξ, η〉 = 〈SN∗ξ, η〉
= 〈N∗ξ, S∗η〉 = 〈ξ,NS∗η〉 = 〈ξ, SS∗η〉 = 〈S∗ξ, S∗η〉 = 〈SS∗ξ, η〉,

voor alle ξ, η ∈ H, dus is S∗S = SS∗.

De omgekeerde bewering is ook waar: als de beperking S van een normale ope-

rator N op een Hilbertruimte K tot een invariante deelruimte H terug normaal is,
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dan is H een reducerende deelruimte van K voor N : omdat we weten dat N |H = S,

zal de noordwest-component gelijk zijn aan S, dus

N =

(
S F

0 G

)
,

voor zekere operatoren F en G. Dan zal

N∗ =

(
S∗ 0

F ∗ G∗

)
.

N is normaal, dus

0 = N∗N −NN∗

=

(
S∗S S∗F

F ∗S F ∗F +G∗G

)
−

(
SS∗ + FF ∗ FG∗

GF ∗ GG∗

)
(1)

dus 0 = S∗S − SS∗ − FF ∗ ⇒ FF ∗ = 0 ⇒ F = 0. Dus de matrixdecompositie

van N is diagonaal, dus H is een reducerende deelruimte.

We kunnen in het resultaat hierboven de normaliteitsvoorwaarde afzwakken tot

die voor hyponormaliteit; dan krijgen we FF ∗ 6 0, maar ook geldt FF ∗ > 0, dus

de conclusie is dezelfde:

1.6 Lemma

Zij T een hyponormale operator op H, en zij M ⊂ H een invariante deelruimte voor

T , zodat T |M normaal is, dan is M een reducerende deelruimte.

Als we de berekening hierboven beter bekijken, vinden we volgende eigenschap:

1.7 Eigenschap

Elke subnormale operator is hyponormaal.

Bewijs :

Uit berekening (1) leren we S∗S − SS∗ = FF ∗ ⇒ S∗S − SS∗ > 0

Elke eigenschap van hyponormale operatoren geldt dus ook voor een subnormale

operator. Soms bestaan er echter aparte bewijzen, en uit overtuiging dat die het

inzicht verhogen, worden die hier meestal beide gegeven.
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In de volgende paragraaf zullen we een voorbeeld zien van een hyponormale

operator die niet subnormaal is, dus er is een strikte inclusie tussen de twee klassen.

Het is onmiddellijk duidelijk dat de beperking van een subnormale operator

tot een invariante deelruimte terug subnormaal is (de oorspronkelijke normale uit-

breiding kan nog altijd dienst doen). Die eigenschap geldt ook voor hyponormale

operatoren.

1.8 Eigenschap

Zij T een hyponormale operator en zij M een invariante deelruimte voor T . Dan is

T |M ook hyponormaal.

Bewijs :

Zij R = T |M en zij P de projectie van H op M en zij ξ, η ∈ M.

〈R∗ξ, η〉 = 〈ξ, Rη〉 = 〈ξ, Tη〉 = 〈T ∗ξ, η〉 = 〈T ∗ξ, Pη〉 = 〈PT ∗ξ, η〉,

dus geldt R∗ = PT ∗|M, zodat ‖R∗ξ‖ 6 ‖T ∗ξ‖ 6 ‖Tξ‖ = ‖Rξ‖, voor alle ξ ∈ M.

opmerking:

Hieruit volgt nog eens dat een subnormale operator hyponormaal is, immers een

normale operator is (natuurlijk) ook hyponormaal.

Volgende eigenschap zegt ons dat de notie sub- en hyponormaal slechts zinvol is

op ∞-dimensionale ruimten:

1.9 Eigenschap

Een hyponormale operator op een eindig-dimensionale ruimte is normaal.

Bewijs :

Zij T een hyponormale operator op de eindigdimensionale ruimte H. Een operator

op een eindig-dimensionale ruimte is niets anders dan een matrix. We weten dat een

zelftoegevoegde matrix diagonaliseerbaar is. Kies dus een orthogonale basis van H

zodat DT := T ∗T − TT ∗ een diagonaalmatrix is. DT is positief, dus zijn diagonaal

bestaat enkel uit positieve getallen. De afbeelding M 7→ Tr(M), die een matrix

afbeeldt op zijn spoor (de som van de diagonaalelementen) heeft als eigenschap dat
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Tr(AB) = Tr(BA), voor alle vierkante matrices A,B , dus vinden we eenvoudig

dat Tr(DT ) = 0. Dus DT = 0, en T is normaal.

Bewijs in het subnormale geval:

In dit geval kunnen we gebruik maken van de volgende eigenschap:

elke eindig-dimensionale invariante deelruimte van een normale operator N

reduceert N .

Aangezien op een eindig-dimensionale ruimte elke operator een eigenwaarde heeft, is

het voldoende te bewijzen dat elke eigenruimte vanN , N reduceert. Dit is eenvoudig:

immers elke eigenvector ξ van N is ook een eigenvector van N∗. (‖(N − λ)ξ‖ =

‖(N∗ − λ̄)ξ‖)

Een normale uitbreiding van een subnormale operator is natuurlijk niet uniek.

Zij N immers een normale uitbreiding van S (op resp. K en H), en zij M een normale

operator op L. Dan is N ⊕M (op K⊕ L) ook een normale uitbreiding van S.

1.10 Definitie

We noemen N ∈ B(K) een minimale normale uitbreiding van S ∈ B(H) als er geen

reducerende deelruimte voor N tussen H en K ligt. Met andere woorden: N is een

minimale normale uitbreiding van S als K de enige reducerende deelruimte voor N

is, die H omvat. N

1.11 Eigenschap

Zij N ∈ B(K) een normale uitbreiding van S ∈ B(H), dan is N minimaal asa

K =
∨
{N∗kξ|ξ ∈ H, k ∈ N}.

Bewijs :

K =
∨
{N∗kξ|ξ ∈ H, k ∈ N} is duidelijk een reducerende deelruimte voor N . Het

is ook duidelijk dat deze ruimte H bevat. Verder moet elke reducerende deelruimte

voor N , die H omvat, ook deze ruimte omvatten.

opmerking:

Hieruit volgt dat H en K gelijkmachtig zijn. Immers als H eindigdimensionaal is, is

S normaal en is dus H = K. Als H aftelbaar is, zal wegens bovenstaande eigenschap

K ook aftelbaar zijn. Dit geldt natuurlijk ook voor elke grotere kardinaliteit.
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1.12 Voorbeeld

Voor de eenzijdige shift U+ uit voorbeeld 1.3 is de tweezijdige shift U−
+ een minimale

normale uitbreiding. F

Wegens volgende eigenschap is het gerechtvaardigd van te spreken van de mini-

male normale uitbreiding.

1.13 Eigenschap

Als N1 en N2 (op K1 en K2) minimale normale uitbreidingen zijn van S ∈ B(H), dan

bestaat er een unitaire operator U van K1 naar K2 die N1 op N2 afstuurt (d.w.z.:

UN1 = N2U) en die op H de identieke is.

Bewijs :

Zij Li de verzameling van alle eindige sommen van de vorm
∑

kN
∗k
i ξk, met alle

ξk ∈ H, voor i = 1, 2 . We weten dus Ki = L̄i (i=1,2). De evidente definitie van U is

nu dus: U(
∑

kN
∗k
1 ξk) =

∑
kN

∗k
2 ξk. We moeten nog nagaan dat U goed gedefinieerd

is, unitair is, en inderdaad voldoet aan UN1 = N2U .

U goed gedefinieerd wil zeggen: als
∑

kN
∗k
1 ξk =

∑
kN

∗k
1 ηk, dan moet

∑
kN

∗k
2 ξk =∑

kN
∗k
2 ηk, of equivalent: als

∑
kN

∗k
1 ξk = 0, dan moet

∑
kN

∗k
2 ξk = 0. Voor elke

subnormale S met normale uitbreiding N geldt:

‖
∑
k

N∗kξk‖2 = 〈
∑
k

N∗kξk,
∑
j

N∗jξj〉

=
∑
j

∑
k

〈N jξk, N
kξj〉

=
∑
j

∑
k

〈Sjξk, Skξj〉 (2)

dus ook voor S en zowel N1 als N2 geldt dit. Hieruit leren we niet enkel dat U

goed gedefinieerd is, we kunnen er ook uit besluiten dat U een isometrie is (van L1

naar L2), dus U heeft een unieke isometrische uitbreiding van K1 naar K2, en deze

uitbreiding zal inderdaad de identieke afbeelding zijn op H. Omdat een surjectieve

isometrie unitair is, is de uitbreiding van U dus unitair.
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Dat UN1 = N2U is een eenvoudige berekening:

UN1(
∑
k

N∗k
1 ξk) = U(

∑
k

N∗k
1 N1ξk)

=
∑
k

N∗k
2 Sξk

=
∑

N∗k
2 N2ξk

= N2(
∑
k

N∗k
2 ξk)

= N2U(
∑
k

N∗k
1 ξk)

opmerking:

Vanaf nu is N dus de minimale normale uitbreiding van de subnormale S, op de

ruimten H ⊆ K.
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§ 2 Voorbeelden

In deze paragraaf zullen we nog enkele voorbeelden geven van zowel sub- als hypo-

normale operatoren. Het triviale voorbeeld is natuurlijk een normale operator, maar

laat het duidelijk zijn dat de theorie van de subnormale, noch die van de hyponormale

operatoren daarvoor uitgevonden is.

2.1 Vermenigvuldiging met z [9]

Neem een deelverzameling ∆ ⊆ C en bekijk K = L2(∆, µ), voor een zekere Borel-

maat µ. De operator Nµ : K → K : f 7→ Nf = zf , waarbij z de identieke functie op

∆ voorstelt, is een normale operator. (N∗
µ is de vermenigvuldigingsoperator met z̄

en voor iedere functie f is zz̄f = z̄zf). Bekijk nu H = {veeltermfuncties op ∆} ⊂ K

en S de operator Nµ|H. Duidelijk is S subnormaal met Nµ als normale uitbrei-

ding. Er bestaan ∆’s waarop S zelf niet normaal is; neem bijvoorbeeld ∆ =

T :={λ ∈ C| |λ| = 1}, immers H is geen reducerende deelruimte voor Nµ voor deze

∆, immers z̄ ⊥ p(z) voor elke polynoom p. F

Nu het beloofde voorbeeld van een niet-subnormale hyponormale operator:

2.2 Gewogen verschuivingen [22]

Zij H = `2(N), en zij T de shiftoperator met gewichten (λn)n, d.w.z.

T (a1, a2, a3, . . .) = (0, λ1a1, λ2a2, λ3a3, . . .).

We eisen dat T begrensd is, dus moet supn |λn| < ∞. De zelfcommutator D

heeft hier een eenvoudige vorm. Het is een diagonaalmatrix met als diagonaal

(|λ0|2, |λ1|2 − |λ0|2, |λ2|2 − |λ1|2, . . .). Dus T is hyponormaal asa |λ0| 6 |λ1| 6

|λ2| 6 · · · . We zoeken nu dus λi’s waarvoor T niet subnormaal is.

Omdat het moeilijk te bewijzen is dat er geen normale uitbreiding bestaat, zoeken

we een nodige eigenschap voor subnormaliteit:

Zij (ξk)k een rij in H, die slechts op eindig veel plaatsen niet-nul is. Voor een

subnormale operator S geldt
∑

j

∑
k〈Sjξk, Skξj〉 > 0 wegens vergelijking (2). Als
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we hierin elke ξj vervangen door een scalair veelvoud µjξj, krijgen we

∑
j

∑
k

〈Sjξk, Skξj〉µ̄jµk > 0,

of met andere woorden de matrix (〈Sjξk, Skξj〉)j,k is positief.

Nemen we nu als gewichten voor T : (α, β, 1, 1, . . .), met 0 < α < β < 1, dan is T

dus inderdaad hyponormaal. Bekijk nu (〈Sjek, Skej〉)j,k=0,1,2; waarbij {e0, e1, e2, . . .}
de standaard orthonormale basis is van `2(N). Als we deze matrix uitschrijven

krijgen we

 1 α αβ

α β2 β

αβ β 1

, en de determinant hiervan is −α2(1 − β2)2, hetgeen

negatief is, zodat T nooit subnormaal kan zijn. F

Een hyponormale operator kunnen we ook op een andere manier bepalen. Zij

T = X + iY de cartesiaanse decompositie van T . We zien eenvoudig dat DT =

2i[X, Y ]. Een hyponormale operator T komt dus overeen met een paar zelftoege-

voegde operatoren (X, Y ) die voldoen aan i[X, Y ] > 0. Dergelijk paar noemt men

daarom ook soms een hyponormaal paar.

2.3 Een integraaloperator [25]

Zij H = L2([0, 1]) (met op [0,1] de Lebesguemaat). Bekijk de positieoperator X

gegeven door Xf(t) = tf(t). We zoeken nu dus een zelftoegevoegde operator Y die

voldoet aan i[X,Y ] > 0.

De operator Y , gegeven door

(Y f)(t) =
i

π
H

∫ 1

0

f(s)

s− t
ds, ∀t ∈ [0, 1],
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met H
∫

de hoofdwaardeintegraal, blijkt hieraan te voldoen:

〈i[X,Y ]f, f〉 =
1

π

∫ 1

0

(H

∫ 1

0

sf(s)

s− t
ds− t H

∫ 1

0

f(s)

s− t
ds)f(t) dt

=
1

π

∫ 1

0

(H

∫
(r + t)f(r + t)

r
dr − t H

∫
f(r + t)

r
dr)f(t) dt

=
1

π

∫ 1

0

(H

∫
rf(r + t)

r
dr)f(t) dt

=
1

π

∫ 1

0

∫ 1

0

f(s)f(t) ds dt

=
1

π

∣∣∣∣∫ 1

0

f(t) dt

∣∣∣∣2
> 0.

Deze formele berekeningen mogen we maken want Y is een goed gedefinieerde be-

grensde operator op L2([0, 1]). Immers, dezelfde operatie, toegepast op L2(R), met

de integraal dan ook lopende over heel R, is de Hilberttransformatie. In [34] wordt

aangetoond dat deze Hilberttransformatie een goed gedefinieerde unitaire operator

is van L2(R) naar L2(R). Als we nu deze Hilberttransformatie samenstellen met de

projectie van L2(R) naar L2([0, 1]) (vermenigvuldiging met de karakteristieke functie

van [0,1]), bekomen we onze Y , zodat die zeker begrensd is. F

We kunnen hierin nog verder gaan: zij XY = A+ iB de cartesiaanse ontbinding

van XY , dan is T hyponormaal asa B 6 0. Immers, Y X = (XY )∗ = A − iB,

dus [X, Y ] = 2iB. Op deze manier kunnen we hyponormale operatoren gaan

creëren: kies een operator B 6 0, en een willekeurige zelftoegevoegde A. Voor

elke willekeurige oplossing (X, Y ) van de vergelijking xy = A + iB is X + iY een

hyponormale operator. Neem dus bijvoorbeeld X = 1l, dan vinden we dat 1l−B+iA

een hyponormale operator is. Nemen we Y = 1l, dan bekomen we de hyponormale

operator A+ i(B + 1l). Zij dus A een willekeurige zelftoegevoegde operator, B > 1l

en C 6 1l, dan zijn B + iA en A+ iC hyponormale operatoren.

Omdat voor een normale operator N elke macht Nk (k ∈ N) terug normaal is,

geldt voor elke subnormale operator S ook dat Sk subnormaal is, voor k ∈ N. Deze

eigenschap geldt niet voor hyponormale operatoren:

2.4 T hyponormaal, T 2 niet [22]

Zij L een Hilbertruimte en zij H de directe som van aftelbaar veel kopieën van L,

gëındexeerd door de gehele getallen. H is dus de ruimte van alle rijen f = (fn)n∈Z =
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(. . . , f−1, f0, f1, . . .) van vectoren in L zodat
∑

n∈Z ‖fn‖2 < ∞. We definiëren een

scalair product op H door 〈f, g〉 =
∑

n〈fn, gn〉. Zij nu (An)n∈Z een rij van positieve

operatoren op L zodat {‖An‖; n ∈ Z} begrensd is, dan definieert (Af)n = Anfn
een operator op H. Zij B de shift (Bf)n = fn−1. De toegevoegde operatoren van A

en B zijn eenvoudig te berekenen: (A∗f)n = A∗
nfn = Anfn (A is dus zelftoegevoegd,

en eigenlijk zelfs positief) en (B∗f)n = fn+1 (B is dus unitair).

Zij nu T = BA, dan:

(Tf)n = An−1fn−1,

(T ∗f)n = (AB∗f)n = Anfn+1,

(TT ∗f)n = An−1(An−1fn) = A2
n−1fn,

(T ∗Tf)n = An(Anfn)n = A2
nfn,

(T 2f)n = An−1(An−2fn−2) = An−1An−2fn−2,

(T ∗2f)n = An(An+1fn+2) = AnAn+1fn+2,

(T ∗2T 2f)n = (AnAn+1)(An+1Anfn) = AnA
2
n+1Anfn,

(T 2T ∗2f)n = (An−1An−2)(An−2An−1fn) = An−1A
2
n−2An−1fn,

zodat T hyponormaal is asa (A2
n)n een stijgende rij is, en T 2 is hyponormaal asa

An−1A
2
n−2An−1 6 AnA

2
n+1An voor elke n.

Zij nu L = C2, dus de operatoren op L zijn 2 × 2-matrices. Zij C =

(
1 0

0 0

)

en D =

(
2 1

1 1

)
, dan is D − C =

(
1 1

1 1

)
> 0, maar

D2 − C2 =

(
5 3

3 2

)
−

(
1 0

0 0

)
=

(
4 3

3 2

)
,

zodat D2 − C2 niet positief kan zijn, want zijn determinant is -1. Merk op dat C

(een projectie) en D (= (D − C) + C) allebei positief zijn.

Zij nu An = C1/2(= C) voor n 6 0 en An = D1/2 voor n > 0, dan is A2
n 6 A2

n+1

voor iedere n, dus A is hyponormaal, maar voor n = 1 hebben we An−1A
2
n−2An−1 =

C2 
 D2 = AnA
2
n+1An. F

opmerking:

Men kan zich nu de vraag stellen of een polynomiaal hyponormale operator T (dus

een operator T zodat voor elke polynoom p: p(T ) hyponormaal is) noodzakelijk

subnormaal is. Het antwoord hierop is negatief; er bestaat dus een operator T zodat
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voor elke polynoom p geldt dat p(T ) hyponormaal is, en T toch niet subnormaal is.

Zie hiervoor [13].

Tenslotte nog twee voorbeeldjes van een subnormale operatoren:

2.5 Isometrieën [25]

Zij V een isometrie op H (‖V ξ‖ = ‖ξ‖ voor alle ξ ∈ H, of equivalent V ∗V = 1l) ,

en zij DV haar zelfcommutator. Je kan eenvoudig narekenen dat DV zelftoegevoegd

en idempotent is. DV is dus een projectie, en dus ook positief. V is dus al zeker

hyponormaal.

Bekijk U :=

(
V DV

0 V ∗

)
op H ⊕ H. Dan is U∗ =

(
V ∗ 0

DV V

)
. Nu is het

eenvoudig na te rekenen dat DV V = 0 = V ∗DV (en D2
V = DV wisten we al) . Dus

U∗U =

(
1l 0

0 1l

)
= UU∗, waaruit we leren dat U normaal is (zelfs unitair). Elke

isometrie is dus een subnormale operator!

Nu is de eenzijdige shift U+ uit voorbeeld 1.3 ook een isometrie, we gaan na-

gaan of de hierboven voorgestelde normale uitbreiding unitair equivalent is met de

minimale normale uitbreiding, de tweezijdige shift U−
+ .

We voeren een nieuwe notatie in voor de tweede sommand van H ⊕ H door de

bijectie n 7→ −n− 1 toe te passen op de indices. DU+ is de projectie is op de eerste

component, die we noteren met P . De voorgestelde normale uitbreiding wordt dan:(
U+ P

0 U∗
+

)
. We passen die (en zijn toegevoegde) toe op een willekeurige vector

ξ = (ξ0, ξ1, . . .)⊕ (ξ−1, ξ−2, . . .) ∈ H⊕ H:(
U+ P

0 U∗
+

)(
(ξ0, ξ1, . . .)

(ξ−1, ξ−2, . . .)

)
=

(
(0, ξ0, ξ1, . . .) + (ξ−1, 0, 0, . . .)

(ξ−2, ξ−3, . . .)

)

=

(
(ξ−1, ξ0, ξ1, . . .)

(ξ−2, ξ−3, . . .)

)
.(

U∗
+ 0

P U+

)(
(ξ0, ξ1, . . .)

(ξ−1, ξ−2, . . .)

)
=

(
(ξ1, ξ2, . . .)

(ξ0, 0, 0, . . .) + (0, ξ−1, ξ−2, . . .)

)

=

(
(ξ1, ξ2, . . .)

(ξ0, ξ−1, ξ−2 . . .)

)
.

Dus inderdaad is de voorgestelde normale uitbreiding gewoon de tweezijdige shift

U−
+ .
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Men kan zich dan ook de vraag stellen of dit voor elke isometrie de minimale

normale uitbreiding is. Het antwoord daarop is echter negatief. Neem immers een

isometrie V die reeds normaal is (een unitaire operator dus). Dan is V zelf zijn

minimale normale uitbreiding en niet V ⊕ V ∗. Nu bestaat echter de mogelijkheid

dat V unitair equivalent is met V ⊕ V ∗ (denk bijvoorbeeld aan de eenheidsoperator

op `2(N); omdat N ∼= N⊕N, is `2(N) ∼= `2(N⊕N) ∼= `2(N)⊕`2(N), dus is 1l ∼= 1l⊕1l).

Volgende stelling halen we uit [6]:

2.5.1 Stelling

Zij N,A en B normale operatoren met N *-cyclisch en N ⊕ A ∼= N ⊕ B, dan is

A ∼= B.

Bekijk dan nu de tweezijdige shift U−
+ , die is unitair (dus normaal) en ook

*-cyclisch. Dus geldt niet U+
−
∼= U+

− ⊕ U+∗
− . F

2.6 Quasinormale operatoren [22]

Een quasinormale operator is een operator A die commuteert met A∗A. Elke normale

operator is quasinormaal, en men kan nagaan dat de omgekeerde implicatie niet klopt

(de eenzijdige schuifoperator U+ uit voorbeeld 1.3 is een expliciet tegenvoorbeeld).

Wel geldt:

2.6.1 Stelling

Zij A ∈ B(H) een quasinormale operator, dan is A ook subnormaal.

Bewijs :

Omdat KerA∗A = KerA, en A∗ noodzakelijk ook commuteert met A∗A, is KerA

een reducerende deelruimte voor A. Dus A is de directe som van 0 en een operator

met triviale kern. We veronderstellen dat KerA = {0}, omdat de term 0 toch geen

invloed heeft op het al dan niet subnormaal zijn (0 is immers een normale operator).

Zij nu W de vierkantswortel van de positieve operator A∗A. Dan geldt

‖Wξ‖2 = 〈Wξ,Wξ〉 = 〈W 2ξ, ξ〉 = 〈A∗Aξ, ξ〉 = ‖Aξ‖2

voor alle ξ ∈ H. We kunnen dus een isometrie definiëren: UWξ = Aξ, op het

bereik van W . RanW = RanA∗A = A∗(RanA) = A∗((KerA∗)⊥) = RanA∗, en
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RanA∗ = (KerA)⊥ = H, zodat U uitgebreid kan worden tot een isometrie op heel

H. We hebben dus UW = A en A∗A = W 2.

(Deze constructie noemen we de polaire decompositie van een operator.

Het idee erachter is natuurlijk de ontbinding van een complex getal is

een positief getal en een getal van modulus 1. Voor een willekeurige

operator is het niet zo dat er een decompositie bestaat van de vorm UW

met W positief en U een isometrie, echter wel als men slechts eist dat U

een partiële isometrie is (dit is een operator die zich op het orthogonaal

complement van zijn kern gedraagt als een isometrie). De constructie is

dezelfde als hierboven, enkel de details van de verificatie verschillen.)

A is quasinormaal, dus A commuteert met W 2. Omdat de wortel van een ope-

rator kan geconstrueerd worden als limiet van een rij veeltermen in de bewuste

operator, zal A ook commuteren met W . Dus (UW −WU)W = 0. Dus UW −WU

is 0 op RanW , dat dicht is in H, zodat UW = WU , en omdatW positief is, geldt ook

U∗W = WU∗. Nu is U een isometrie, zodat weer DUU = U∗DU = 0 en D2
U = DU

met DU de zelfcommutator [U∗, U ] = 1l− UU∗. Zij nu

B =

(
UW DUW

0 U∗W

)
,

dan is

B∗ =

(
U∗W 0

DUW UW

)

zodat

B∗B =

(
W 2 0

0 W 2

)
= BB∗.

B is dus een normale uitbreiding van A, zodat A subnormaal is.
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§ 3 Zuivere hypo- en subnormale

operatoren

Deze paragraaf is terug te vinden in [25].

3.1 Definitie

We noemen een hyponormale (en dus ook een subnormale) operator T zuiver, als er

geen reducerende deelruimte L bestaat zodat T |L normaal is. N

Een eenvoudig voorbeeldje van een zuivere subnormale operator is de eenzijdige

shift U+ uit voorbeeld 1.3. Verderop zullen we een ander voorbeeld zien.

3.2 Stelling

Zij T ∈ B(H) een hyponormale operator, dan bestaat er een unieke orthogonale

decompositie: H = Hp(T ) ⊕ Hn(T ), zodat Hp(T ) en Hn(T ) reducerende deelruimtes

voor T zijn, zodat:

(i) Tp := T |Hp is zuiver hyponormaal,

(ii) Tn := T |Hn is normaal.

Zij D := [T ∗, T ] de zelfcommutator van T , dan is:

Hp(T ) =
∨
{T ∗kT lDξ| k, l ∈ N, ξ ∈ H}, (3)

Hn(T ) = {η ∈ H| DT ∗lT kη = 0,∀k, l ∈ N}. (4)

Bewijs :

Definieer H0 =
∨
{ADξ|ξ ∈ H, A ∈ C∗(T )}, en H1 = ∩A∈C∗(T )Ker (DA). Duidelijk

is H1 = H⊥
0 en zijn H0 en H1 reducerende deelruimtes voor T .

Zij nu L een reducerende deelruimte voor T , zodat T |L normaal is, dan is

DA|L = 0, voor alle A ∈ C∗(T ), zodat L ⊆ H1. Dus H1 is de grootste reduce-

rende deelruimte van T waarop T normaal is. Hieruit volgt ook dat T |H0 zuiver

hyponormaal is, dus H0 = Hp(T ) en H1 = Hn(T ).
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Nu kan men monomen van de vorm T ∗n1Tm1T ∗n2Tm2 . . . T ∗nkTmkD herschrijven

als lineaire combinaties van uitdrukkingen als T ∗nTmD, Door de relatie TT ∗ =

T ∗T − D te gebruiken. (merk op dat het helemaal niet uitmaakt of er D staat of

DB voor een willekeurige operator B , omdat DBξ = Dη met η = Bξ ∈ H)

Hieruit volgt dat voor elke A ∈ C∗(T ) de operator AD ook op dergelijke manier

geschreven kan worden. Hieruit volgen (3) en (4).

Met behulp van volgend lemma kunnen we dit resultaat scherper stellen in het

geval van subnormale operatoren:

3.3 Lemma

Zij S een subnormale operator met zelfcommutator D, dan:

(i) Ker (D) is invariant onder S,

(ii) Ran (D) is invariant onder S∗

Bewijs :

(i) Zij N een normale uitbreiding van S en schrijf N als 2 × 2-operatormatrix

N =

(
S F

0 G

)
. Vermits N normaal is, volgt hieruit dat GF ∗ = F ∗S, dus

S(KerF ∗) ⊆ KerF ∗. Nu is D = FF ∗, dus, vermits voor elke operator A geldt:

KerA = (RanA∗)⊥:

KerD = KerFF ∗ = KerF ∗ ∪ (RanF ∗ ∩KerF ) = KerF ∗.

Dus KerD is invariant onder S.

(ii) We gebruiken nu de gelijkheid S∗F = FG∗. Dus S∗(RanF ) ⊆ RanF , en

RanD = F (RanF ∗) = F ((KerF )⊥) = RanF .

Hieruit volgt dat we stelling 3.2 kunnen verfijnen tot:

3.4 Stelling

Zij S ∈ B(H) een subnormale operator, dan bestaat er een unieke orthogonale de-

compositie: H = Hp(S)⊕Hn(S), zodat Hp(S) en Hn(S) reducerende deelruimtes voor

S zijn, zodat:
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(i) Sp := S|Hp is zuiver subnormaal,

(ii) Sn := S|Hn is normaal.

Verder is, met D de zelfcommutator van S:

Hp(S) =
∨
{SkDξ| k ∈ N, ξ ∈ H}, (5)

Hn(S) = {η ∈ H| DS∗kη = 0, k ∈ N}. (6)

De ruimtes Hp(.) en Hn(.) noemt men de zuivere en de normale deelruimte van

H voor de betreffende operator, en die operator beperkt tot deze deelruimtes noemt

men het zuivere resp. normale deel van de operator.

Men kan eenvoudig inzien dat de zuivere deelruimtes de kleinste reducerende

deelruimtes van de operator zijn, die het bereik van de zelfcommutator van de res-

pectievelijke operator bevatten. Uit lemma 1.9 leren we ook dat de dimensie van de

zuivere deelruimte (van zowel de hypo- als de subnormale operator) niet eindig kan

zijn (d.w.z. als ze groter is dan 0, dan is ze oneindig).

Herinner in het bewijs van stelling 3.2 het herschikkingsargument: omdat TT ∗ =

T ∗T −D weet je dat uitdrukkingen van de vorm T ∗n1Tm1T ∗n2Tm2 . . . T ∗nkTmkDξ in∨
{T ∗kT lDξ| k, l ∈ N, ξ ∈ H} zitten. Men kan dit ook formeel maken:

3.5 Lemma

Zij A,B ∈ B(H), n,m ∈ N, dan geldt:

[An, Bm] =
n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

AiBj[A,B]Bm−j−1An−i−1

Het bewijs is eenvoudig:
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Bewijs :

n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

AiBj[A,B]Bm−j−1An−i−1 =
n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

AiBj(AB −BA)Bm−j−1An−i−1

=
n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

AiBjABm−jAn−i−1

−
n−1∑
k=0

m−1∑
l=0

AkBl+1ABm−l−1An−k−1

=
n−1∑
i=0

Ai+1BmAn−i−1 −
n−1∑
k=0

AkBmAn−k

= AnBm −BmAn

= [An, Bm]

opmerking:

Men kan [., B] en [A, .] ook beschouwen als een vorm van afleiden (d.w.z.: de boven-

staande ‘operaties’ toepassen op operatoren heeft veel (voldoende) eigenschappen ge-

meen met het nemen van een afgeleide). Dan is dit gewoon de (niet-commutatieve)

Leibniz-formule.

Het is misschien niet direct duidelijk in welke zin dit het herschikken van stelling

3.2 veralgemeent. De bedoeling is echter om in uitdrukkingen van de vorm

AAABBBBBBABBABBBAAAABABBABABABBBAAB...[A,B]

de A’s achtereen te krijgen, en de B’s achtereen te krijgen. Als je dus in je term

begint met AnBmAl...[A,B], en je moet allemaal A’s vooraan hebben, dan gebruik

je BmAl = AlBm−
∑∑

AiBj[A,B] . . . , waarbij de drie puntjes weer niet uitmaken:

je wil de monomen AiBj toepassen op vectoren in het bereik van [A,B], en dat is

al zeker voldaan.

Hieruit volgt eenvoudig de volgende propositie:
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3.6 Propositie

Zij T ∈ B(H) een hyponormale operator met cartesiaanse decompositie T = X+ iY ,

dan:

Hp(T ) =
∨
{T ∗kT lDξ|ξ ∈ H, k, l ∈ N}

=
∨
{T kT ∗lDξ|ξ ∈ H, k, l ∈ N}

=
∨
{XkY lDξ|ξ ∈ H, k, l ∈ N}

=
∨
{Y kX lDξ|ξ ∈ H, k, l ∈ N}

3.7 Voorbeeld

We gaan voor de subnormale operator uit voorbeeld 2.5 de zuivere deelruimte bere-

kenen. Uit (5) weten we:

Hp(V ) =
∞∨
k=0

V kD = D⊕ VD⊕ V 2D⊕ . . . ,

waarbij D = RanDV . De laatste gelijkheid geldt omdat V een isometrie is: voor

ξ, η ∈ H en k ∈ N, l ∈ N0:

〈V k(V ∗V − V V ∗)ξ, V k+l(V ∗V − V V ∗)η〉 = 〈(V ∗V − V V ∗)ξ, V l(V ∗V − V V ∗)ξ)〉 =

〈(V ∗1l− 1lV ∗)ξ, V l−1(V ∗V − V V ∗)η〉 = 0,

dus V kD ⊥ V k+lD voor elke k ∈ N en l ∈ N0. Nu werkt Vp zeer eenvoudig op de

directe-som ontbinding van Hp: het is gewoon de shift-operator! Merk op dat het

hier niet noodzakelijk gaat om U+, de eenzijdige shift op `2(N): de ruimte D kan

meerdimensionaal zijn. Als D ééndimensionaal is (over C, dus D = C), dan hebben

we wel te doen met `2(N). F

Dit resultaat valt te veralgemenen.

3.8 Propositie (Morrel-Clancey)

Zij S ∈ B(H) een zuivere subnormale operator met zelfcommutator D van rang 1,

dan is S unitair equivalent met αU+ + β1l, voor α ∈ R+
0 , β ∈ C.
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Bewijs :

Omdat D = DH ééndimensionaal is, bestaat er een eenheidsvector e0 en een con-

stante α > 0 zodat

Dξ = α2〈ξ, e0〉e0,

voor een elke ξ ∈ H.

(D is eendimensionaal, dus bestaat er een eenheidsvector e0, zodat Dξ =

φ(ξ)e0, voor een zekere (lineaire!) functionaal φ. Uit de stelling van

Riesz1 weten we dat er een vector η bestaat, zodat φ(ξ) = 〈ξ, η〉. Nu

moet η ∈ (Kerφ)⊥ = (KerD)⊥ = RanD∗ = RanD, dus is η = γ̄e0 met

γ ∈ C0. Omdat D positief is, moet γ ∈ R+, immers R+ 3 〈Dξ, ξ〉 =

γ〈ξ, e0〉〈e0, ξ〉 = γ|〈ξ, e0〉|2. Neem nu α = γ1/2.)

Uit lemma 3.3 weten we dat er een β ∈ C bestaat zodat S∗e0 = β̄e0.

Definieer nu V = α−1(S − β1l) en en = V ne0, n ∈ N. V is dan ook zuiver

subnormaal, dus zal H =
∨
{en| n ∈ N} wegens stelling 3.4. Er geldt V ∗e0 = 0. Uit

de vergelijking (V ∗V − V V ∗)ξ = 〈ξ, e0〉e0, die geldt voor alle ξ ∈ H, halen we per

inductie dat V ∗en+1 = en, n > 0:

V ∗e1 = (V ∗V − V V ∗)e0 = 〈e0, e0〉e0 = e0,

V ∗en+1 − en = (V ∗V − V V ∗)en = 〈e0, en〉e0 = 〈e0, V ne0〉e0 = 〈V ∗e0, V
n−1e0〉e0 = 0.

Er geldt dus voor i < j:

〈ei, ej〉 = 〈V ie0, ej〉 = 〈e0, ej−i〉 = 〈V ∗e0, ej−i−1〉 = 0 ,

zodat {en}n een orthonormale basis is voor H. Duidelijk is V = U+ tegenover deze

basis.

1Stelling (Riesz)[15]
Voor elke continue lineaire functionaal φ op een Hilbertruimte H bestaat er een η ∈ H zodat
φ = 〈., η〉.
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§ 4 Het Halmos-Bram criterium

Het Halmos-Bram criterium is zeer belangrijk. Het is dan ook op zeer veel plaatsen

te vinden. Ik volg [9]. Het werd voor het eerst bewezen (met een tweede eis erbij)

door Paul Halmos in 1950. Joseph Bram vereenvoudigde de hypothese in 1955, door

te bewijzen dat de ene eis de andere impliceert. In 1990 bewees Szymanski dat de

omgekeerde implicatie ook geldt. Dit levert ons volgend lemma:

4.1 Lemma

Zij A een operator op H. De volgende uitspraken zijn equivalent:

(i) Als ξ0, ξ1, . . . , ξn ∈ H, dan ∑
j,k

〈Ajξk, Akξj〉 > 0. (7)

(ii) Er bestaat een constante c zodat voor elke ξ0, ξ1, . . . , ξn ∈ H:∑
j,k

〈Aj+1ξk, A
k+1ξj〉 6 c

∑
j,k

〈Ajξk, Akξj〉. (8)

Bewijs :

(⇑) Merk eerst op dat het volstaat aan te nemen dat ‖A‖ < 1.

Inderdaad, voor een willekeurige constante ρ > 0, zij A1 = ρ−1A en

ηk = ρ−kξk. Dan:∑
j,k

〈Aj1ξk, Ak1ξj〉 =
∑
j,k

〈Ajηk, Akηj〉

en ∑
j,k

〈Aj+1
1 ξk, A

k+1
1 ξj〉 = ρ−2

∑
j,k

〈Aj+1ηk, A
k+1ηj〉,

dus (i) en (ii) gelden voor A enkel en alleen als ze gelden voor A1.
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Neem vervolgens slechts 2 vectoren in vergelijking (8), ξ0 = 0 en ξ1 willekeurig.

Het is dan duidelijk dat de constante c in kwestie moet voldoen aan c > ‖A‖2.

We mogen dus aannemen dat c > 1, vermits vergelijking (8) geldig blijft voor

grotere waarden van c.

Zij M = H(∞) (dit zijn de rijen (ξn)n∈N van elementen van H, zodat (‖ξn‖)n ∈
`2(N)), en zij K1 de verzameling van al de rijen in M die op slechts eindig

veel plaatsen verschillen van 0. Zij M = (A∗kAj)j,k op K1. Voor elke ξ =

(ξ0, ξ1, . . . , ξn, 0, 0, . . .) ∈ K1 geldt

‖Mξ‖2 =
∑
j

‖(Mξ)j‖2

=
∑
j

‖
∑
k

A∗kAjξk‖2

6
∑
j

(∑
k

‖A‖k+j‖ξk‖
)2

6
∑
j

(∑
k

‖A‖2k+2j
)(∑

k

‖ξk‖2
)

6 (1− ‖A‖2)−2‖ξ‖2.

Omdat ‖A‖ < 1, is Mξ ∈ M. M kan dus uitgebreid worden tot een begrensde

operator op M.

Merk op dat 〈Mξ, ξ〉 =
∑

j,k〈Ajξk, Akξj〉 =
∑

j<k

(
〈Ajξk, Akξj〉+ 〈Ajξk, Akξj〉

)
+∑

j〈Ajξj, Ajξj〉 ∈ R, dus M is zelftoegevoegd. Om vergelijking (7) aan te to-

nen, moeten we bewijzen dat M positief is. Nu geldt

〈A(∞)∗MA(∞)ξ, ξ〉 =
∑
j,k

〈Aj+1ξk, A
k+1ξj〉,

zodat A(∞)∗MA(∞) 6 cM door vergelijking (8). We kunnen deze ongelijkheid

verderzetten:

〈A(∞)∗2MA(∞)2ξ, ξ〉 = 〈(A(∞)∗MA(∞))A(∞)ξ, A(∞)ξ〉
6 c〈MA(∞)ξ, A(∞)ξ〉
6 c2〈Mξ, ξ〉.

Zo verdergaan leert ons dat 〈Mξ, ξ〉 > c−n〈A(∞)∗nMA(∞)nξ, ξ〉 voor elke ξ ∈
M, maar vermits c > 1, is (c−n)n een begrensde rij. Ook geldt ‖A(∞)∗nMA(∞)n‖ 6

‖A‖2n‖M‖ en dit laatste convergeert naar 0 voor n→∞ omdat ‖A‖ < 1. Dus

0 = lim
n

(c−n〈A(∞)∗nMA(∞)nξ, ξ〉) 6 〈Mξ, ξ〉

en (i) is bewezen.
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(⇓) We nemen weer aan dat ‖A‖ < 1, en zij K1, M en M als hierboven. We

weten al dat M een begrensde zelftoegevoegde operator is, en dat vergelijking

(7) equivalent is met het feit dat M positief is. Definieer B := A(∞) op

M. Voor ξ ∈ M geldt: (B∗MBξ)j = A∗(MBξ)j = A∗∑
k A

∗kAj(Bξ)k =

A∗∑
k A

∗kAj+1ξk. Dus

‖B∗MBξ‖2 =
∞∑
j=0

‖A∗
∞∑
k=0

A∗kAj+1ξk‖2

=
∞∑
j=1

‖A∗
∞∑
k=0

A∗kAjξk‖2

6
∞∑
j=1

‖
∞∑
k=0

A∗kAjξk‖2

6 ‖Mξ‖2

We vinden dat (B∗MB)2 6 M2 (door de normongelijkheid te vertalen als een

scalair product-ongelijkheid en de (zelftoegevoegde!) operatoren naar hetzelfde

lid te brengen). Omdat zowel M als B∗MB positief zijn, volgt hieruit dat

B∗MB 6 M (dit wordt bewezen in appendix A), ofte 〈MBx,Bξ〉 6 〈Mξ, ξ〉
voor iedere ξ ∈ M. Als we dit uitschrijven krijgen we∑

j,k

〈Aj+1ξk, A
k+1ξj〉 6

∑
j,k

〈Ajξk, Akξj〉,

hetgeen (ii) is met c = 1.

Dit technische lemma stelt ons in staat om een karakterisatie van subnormale

operatoren te geven:

4.2 Stelling (Halmos-Bram)

Een operator S ∈ B(H) is subnormaal asa∑
j,k

〈Sjξk, Skξj〉 > 0, (7)

voor elke eindige set {ξ0, ξ1, . . . , ξn} ⊂ H.

Bewijs :
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(⇒) (7) volgt direct uit berekening (2).

(⇐) Uit Lemma 4.1 weten we dat ook
∑

j,k〈Sj+1ξk, S
k+1ξj〉 6 c

∑
j,k〈Sjξk, Skξj〉

geldt, voor een zekere c. We moeten nu een normale operator N vinden op

een ruimte K ⊇ H zodat N |H = S. Zij K1 weer de verzameling van de rijen in H

die op slechts eindig veel plaatsen verschillen van 0. Definieer een sesquilineaire

vorm op K1 door

[ξ, η] :=
∑
j,k

〈Skξj, Sjηk〉,

voor alle ξ = (ξ0, ξ1, . . .) en η = (η0, η1, . . .) in K1. (7) vertaalt zich dan in

[ξ, ξ] > 0. Definieer nu

K0 := {ξ ∈ K1| [ξ, ξ] = 0}.

K0 is een gesloten deelruimte van K1:

• 0 = (0, 0, . . .) ∈ K0

• ξ ∈ K0 ⇒ λξ ∈ K0 : [λξ, λξ] = |λ|2[ξ, ξ],∀λ ∈ C
• ξ, η ∈ K0 ⇒ ξ + η ∈ K0:

[ξ + η, ξ + η] = [ξ, ξ] + [η, η] + 2<e([ξ, η]) 6 2|[ξ, η]| 6 2
√

[ξ, ξ][η, η] = 0,

waarbij we de ongelijkheid van Cauchy-Schwartz gebruikt hebben in de

voorlaatste stap.

• Zij (ξα)α een net in K0 dat convergeert binnen K1, dan is limα ξα ∈ K0,

omdat een limiet door een eindige som en het scalair product schuift.

Zij nu ξ ∈ K0 en η ∈ K1 willekeurig. Dan leren we uit de ongelijkheid van

Cauchy-Schwartz dat |[ξ, η]|2 6 [ξ, ξ][η, η] = 0, dus dan [ξ, η] = 0. Hieruit

volgt dat

[ξ + K0, η + K0] := [ξ, η]

een goed gedefinieerde sesquilineaire vorm is op K1/K0. Door de constructie is

dit zelfs een scalair product.

Zij nu K de vervollediging van K1/K0, tegenover de norm gedefinieerd door dit

scalair product. Definieer een functie N0 op K1 door (N0ξ)k = Sξk. N0 is dan

lineair en [N0ξ,N0ξ] =
∑

j,k〈Sk+1ξj, S
j+1ξk〉 6 c[ξ, ξ]. Dus N0K0 ⊆ K0 en N0

induceert dus een begrensde operator N op K, gedefinieerd door N(ξ+K0) =

N0ξ + K0.
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De bewering is nu dus dat N normaal is, en dat H ingebed kan worden in K

zodat H een invariante deelruimte voor N is. Om in te zien dat N normaal is,

definieer een operator A0 op K1 door (A0ξ)0 = 0 en (A0ξ)k = ξk−1 voor k > 1.

Nu geldt voor alle ξ ∈ K1:

[A0ξ, A0ξ] =
∑
j>0

∑
k>0

〈Sk(A0ξ)j, S
j(A0ξ)k〉

=
∑
j>0

∑
k>0

〈Sk+1ξj, S
j+1ξk〉

6 c
∑
j>0

∑
k>0

〈Skξj, Sjξk〉

= c[ξ, ξ]

Dus A0 induceert een begrensde operator A op K. Nu geldt voor alle ξ, η ∈ K1:

[ξ, A0η] =
∑
j,k

〈Skξj, Sj(A0η)k〉

=
∑
j>0

∑
k>1

〈Skξj, Sjηk−1〉

=
∑
j>0

∑
k>1

〈Sk−1(N0ξ)j, S
jηk−1〉

= [N0ξ, η],

dus A0 = N∗
0 ⇒ A = N∗. N0 is normaal, dat is nu gemakkelijk na te gaan:

(N∗
0N0ξ)0 = 0 = (N0N

∗
0 ξ)0 en voor k > 1 : (N∗

0N0ξ)k = (N0ξ)k−1 = Sξk−1 en

(N0N
∗
0 ξ)k = S(N∗

0 ξ)k = Sξk−1. Dus ook N is normaal.

Beschouw nu voor elke ξ ∈ H de rij ξ̃ = (ξ, 0, 0, . . .) ∈ K1. ξ 7→ ξ̃ is dan een

isometrische inbedding van H in K1. Dit leidt tot een inbedding van H in K,

die invariant is voor N en waarvoor N |H = S.

Door lemma 4.1 kunnen we eenvoudig een equivalent criterium formuleren:

4.3 Stelling

Een operator S ∈ B(H) is subnormaal asa∑
j,k

〈Aj+1ξk, A
k+1ξj〉 6 c

∑
j,k

〈Ajξk, Akξj〉, (8)

voor een zekere c > 0, en elke eindige set {ξ0, ξ1, . . . , ξn} ⊂ H.
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Een ander equivalent van het Halmos-Bram criterium werd bewezen in [5].

4.4 Stelling

Een operator S ∈ B(H) is subnormaal asa∑
j,k

B∗
jS

∗kSjBk > 0 (9)

voor alle B0, B1, . . . , Bn ∈ C∗(S).

Bewijs :

Omwille van stelling 4.2 is het voldoende te bewijzen dat vergelijkingen (7) en (9)

equivalent zijn.

• (7) ⇒ (9)

Zij B0, B1, . . . , Bn ∈ C∗(S). Voor elke ξ ∈ H, noem ξk = Bkξ. Invullen levert

het gevraagde.

• (9) ⇒ (7)

Omdat elke operator de directe som is van *-cyclische operatoren, is het vol-

doende vergelijking (7) te bewijzen als S *-cyclisch is. Zij dus η een *-cyclische

vector voor S, dus H = C∗(S)η. Zij B0, B1, . . . , Bn ∈ C∗(S), dan volgt uit (9)

dat (7) geldt voor ξk = Bkη. Maar aangezien (7) dus geldt voor een dichte

deelverzameling, geldt ze voor heel H.

opmerking:

Hieruit volgt nog maar eens dat subnormale operatoren hyponormaal zijn: neem

n = 1, B0 = −S∗, B1 = 1l, dan krijgen we:

SS∗ − SS∗ − SS∗ + S∗S > 0

Operatorenalgebra’s zijn C∗-algebra’s, en in operatorentheorie tracht men dan

dan ook definities te veralgemenen voor elementen van willekeurige C∗-algebra’s.

Dus in de definitie mag geen sprake meer zijn van de ruimte waarop de operatoren

werken. Hoewel dit voor normale en hyponormale operatoren eenvoudig is (er is

immers gewoon een conditie op het element en zijn toegevoegde), is dit voor sub-

normale operatoren dus niet zo triviaal: de ruimte waarop de operator werkt moet
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immers uitgebreid kunnen worden. Dit probleem wordt echter opgelost door vorige

stelling:

4.5 Definitie

Zij A een C∗-algebra en a ∈ A. Men noemt a subnormaal als
∑

j,k b
∗
ja

∗kajbk > 0

voor alle b0, b1, . . . , bn ∈ C∗(a). N

Hieruit leren we ook dat subnormaliteit behouden blijft onder *-homomorfismen:

4.6 Eigenschap

Zij A1 en A2 C
∗-algebra’s. Zij φ : A1 → A2 een *-homomorfisme, en zij a ∈ A1

subnormaal. Dan is φ(a) ook subnormaal.

Mary Embry heeft ook een gewijzigde vorm van Halmos-Bram bewezen [14]:

4.7 Stelling

Een operator S is subnormaal asa∑
j,k

〈Sj+kξk, Sj+kξj〉 > 0,

voor elke eindige set {ξ0, ξ1, . . . , ξn} ⊂ H.

Bewijs :

(⇒) Eenvoudig, pas immers het Halmos-Bram criterium toe op de vectoren ηi =

Skξk

(⇐) Helemaal analoog als in lemma 4.1 kunnen we bewijzen dat er een c > 0

bestaat zodat voor elke eindige verzameling {ξ0, ξ1, . . . , ξn}:∑
j,k

〈Sj+k+1ξk, S
j+k+1ξj〉 6 c

∑
j,k

〈Sj+kξk, Sj+kξj〉.

Zij nu weer K1 de verzameling van de rijen in H die op slechts eindig veel

plaatsen verschillen van 0. Definieer een sesquilineaire vorm op K1 door

[ξ, η] :=
∑
j,k

〈Sj+kξj, Sj+kηk〉,
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voor alle ξ = (ξ0, ξ1, . . .) en η = (η0, η1, . . .) in K1. Dan zal dus [ξ, ξ] > 0.

Definieer weer

K0 := {ξ ∈ K1| [ξ, ξ] = 0}.

Zij K weer de vervollediging van K1/K0, tegenover de norm gedefinieerd door

het scalair product, afgeleid uit bovenstaande sesquilineaire vorm. Definieer

een functie N0 op K1 door (N0ξ)k = Sξk. N0 is dan lineair en [N0ξ,N0ξ] =∑
j,k〈Sj+k+1ξj, S

j+k+1ξk〉 6 c[ξ, ξ]. Dus N0 induceert dus een begrensde ope-

rator N op K. Definieer ook een operator A0 op K1 door (A0ξ)0 = 0 en

(A0ξ)k = ξk−1 voor k > 1. A0 induceert ook een begrensde operator A op K.

Op K1 geldt (N0A0ξ)k = S(A0ξ)k = Sξk−1 en (A0N0ξ)k = (N0ξ)k−1 = Sξk−1,

zodat NA = AN . Verder geldt ook

[N0ξ,N0η] =
∑
j,k

〈Sj+k+1ξj, S
j+k+1ηk〉

=
∑
j,k

〈Sj+kξj, Sj+kηk−1〉

= [ξ, A0η],

zodat A = N∗N . Hieruit, en uit NA = AN , volgt dat N quasinormaal is, en

dus subnormaal. (voorbeeld 2.6)

Beschouw nu voor elke ξ ∈ H de rij ξ̃ = (ξ, 0, 0, . . .) ∈ K1. ξ 7→ ξ̃ is dan

een isometrische inbedding van H in K1. Dit leidt tot een inbedding van H in

K, die invariant is voor N en waarvoor N |H = S. Dus er bestaat een ruimte

L ⊃ K ⊃ H en een normale operator M op L zodat M |H = S. S is dus

subnormaal.
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§ 5 Norm en spectrum

Van normale operatoren zijn vele eigenschappen bekend. Aan de hand hiervan

probeert men ook eigenschappen van de sub- en de hyponormale operatoren te

weten te komen. Hier een eigenschap die gewoon blijft gelden:

5.1 Eigenschap [22]

Voor een hyponormale operator T geldt: r(T ) = ‖T‖.

Bewijs :

Zij T een hyponormale operator. Vermits

‖T nξ‖2 = 〈T nξ, T nξ〉 = 〈T ∗T nξ, T n−1ξ〉 6 ‖T ∗T nξ‖.‖T n−1ξ‖
6 ‖T n+1ξ‖.‖T n−1ξ‖ 6 ‖T n+1‖.‖T n−1‖.‖ξ‖2

voor elke vector ξ, is ‖T n‖2 6 ‖T n+1‖.‖T n−1‖.
We bewijzen nu de gelijkheid ‖T n‖ = ‖T‖n per inductie. Duidelijk is deze

gelijkheid waar voor n = 1. Stel nu dat ze waar is voor elke k met 1 6 k 6 n,

dan kunnen we bovenstaande ongelijkheid herschrijven als ‖T‖2n 6 ‖T n+1‖.‖T‖n−1,

waaruit we halen dat ‖T‖n+1 6 ‖T n+1‖. De omgekeerde ongelijkheid geldt voor elke

operator, dus is de inductiestap bewezen.

Uit de formule voor de spectrale straal vinden we dan het te bewijzen.

5.2 Lemma [25]

Zij T een hyponormale operator.

(i) Als λ ∈ σp(T ) dan λ̄ ∈ σp(T ∗).

(ii) Als λ ∈ σap(T ) dan λ̄ ∈ σap(T ∗).

(iii) Eigenruimten reduceren T , en de beperking van T tot eigenruimten is normaal.

(iv) Als T zuiver is, dan is σp(T ) = ∅

(v) Eigenruimten behorende bij verschillende eigenwaarden zijn orthogonaal.
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(vi) Zij λ 6= µ ∈ σap(T ) en (ξn)n, (ηn)n rijen eenheidsvectoren in H zodat ‖Tξn − λξn‖
en ‖Tηn − µηn‖ naar 0 convergeren, dan 〈ξn, ηn〉 → 0.

Bewijs :

(i)&(ii) T − λ1l is hyponormaal, dus ‖T ∗ − λ̄1l‖ 6 ‖T − λ1l‖.

(iii) volgt eenvoudig uit (i) en het feit dat de vermenigvuldiging in C commutatief

is.

(iv) direct uit (iii)

(v) Zij λ, µ ∈ σp(T ) en ξ, η ∈ H bijhorende eigenvectoren, dan

λ〈ξ, η〉 = 〈Tξ, η〉 = 〈ξ, T ∗η〉 = µ〈ξ, η〉.

(vi) |(λ− µ)〈ξn, ηn〉| = |〈(λ1l− T )ξn, ηn〉+ 〈ξn, (T ∗ − µ̄1l)ηn〉|
6 ‖Tξn − λξn‖+ ‖Tηn − µηn‖
→ 0

Voor een subnormale operator kan men dankzij eigenschap 1.13 nog een ander

soort spectrum definiëren:

5.3 Definitie

Zij S een subnormale operator. We definiëren het normale spectrum van S als het

spectrum van de minimale normale uitbreiding van S. Notatie: σn(S). ρn(S) is dan

het complement van σn(S). N

5.4 Eigenschap [9]

Zij S ∈ B(H) een subnormale operator.

(i) σn(S) ⊆ σ(S),

(ii) σap(S) ⊆ σap(N), met N de minimale normale uitbreiding van S.

Bewijs :

(i) Zij N ∈ B(K) de minimale normale uitbreiding van S. We moeten dus aan-

tonen dat alsN−λ1l niet inverteerbaar is , dat S−λ1l dan ook niet inverteerbaar
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is. Vermits N − λ1l een normale uitbreiding is van de subnormale operator

S − λ1l, is het voldoende te bewijzen dat N inverteerbaar is, gegeven dat S

inverteerbaar is. Zij N =
∫
z dE(z) de spectrale decompositie van N , ε > 0

en M = E(B(0, ε))K. Dus voor ξ ∈ M, η ∈ H en voor alle k > 1:

|〈ξ, η〉| = |〈ξ, SkS−kη〉| = |〈ξ,NkS−kη〉| = |〈N∗kξ, S−kη〉|
6 ‖N∗kξ‖‖S−kη‖ 6 εk‖S−1‖k‖ξ‖‖η‖.

De laatste ongelijkheid geldt wegens:

‖N∗kξ‖ = ‖N∗kE(B(0, ε))ξ‖ = ‖(
∫
σ(N)

z̄k dE(z))(E(B(0, ε))ξ‖
= ‖(

∫
B(0,ε)

z̄k dE(z))ξ‖ 6 ‖
∫
B(0,ε)

z̄k dE(z)‖.‖ξ‖ 6 εk‖ξ‖.

Voor ε < ‖S−1‖−1 moet dus 〈ξ, η〉 = 0. Dus M ⊥ H als ε < ‖S−1‖−1,

zodat dan H ⊆ M⊥. Nu het is eenvoudig in te zien dat M een reducerende

deelruimte voor N is (E(∆) commuteert met N en N∗ voor elke meetbare

verzameling ∆), dus M⊥ ook. Maar N is minimaal, dus M = (0). Nu is voor

een normale operator het spectrum gelijk aan het benaderend puntspectrum

(σc(N) \ σap(N) = ∅), en we hebben net aangetoond dat 0 6∈ σap(N), dus is N

inverteerbaar.

(ii) Zij λ ∈ σap(S), en zij (ξn)n een rij (in H), zodat limn→∞ ‖(S−λ1l)ξn‖ = 0, dan

is ook limn→∞ ‖(N − λ1l)ξn‖ = 0.

Een eenvoudige eigenschap die we nu ook eenvoudig kunnen bewijzen:

5.5 Eigenschap [9]

Zij S ∈ B(H) subnormaal en σ(S) ⊆ R, dan is S zelftoegevoegd.

Bewijs :

Zij N ∈ B(K) de minimale normale uitbreiding van S, dan is σ(N) ⊆ σ(S) ⊆ R dus

N = N∗. Maar dan is elke invariante deelruimte van K ook reducerend, dus ook H.

Door de minimaliteit van N weten we dan dat H = K en dus moet S = N , dus S is

zelftoegevoegd.

Voor elke operator A ∈ B(H) is het numerisch bereik W (A) gedefinieerd als:

W (A) = {〈Aξ, ξ〉| ξ ∈ H, ‖ξ‖ = 1}. Er geldt dat W (A) steeds (dus voor elke
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operator A) een begrensde convexe deelverzameling van C is. Ook geldt steeds dat

σ(A) ⊆ W (A).

Noteer voor elke deelverzameling ∆ ⊂ C met co(∆) de convex omhullende van

∆ (dit is de kleinste convexe verzameling die ∆ omvat). Voor elke normale opera-

tor N geldt dat W (N) = co(σ(N)). (Deze drie eigenschappen van het numerisch

bereik zijn terug te vinden in [30].) Volgende eigenschap zegt dat dit ook zo is voor

subnormale operatoren:

5.6 Eigenschap [22]

Zij S een subnormale operator, dan is W (S) = co(σ(S)).

Bewijs :

Zij N de minimale normale uitbreiding van S, dan geldt

W (N) = co(σ(N))

⊆ co(σ(S))

⊆ W (S)

⊆ W (N),

Waarbij de laatste inclusie triviaal volgt uit de definitie van numerisch bereik. Nu

moeten dus alle inclusies gelijkheden zijn, zodat inderdaad W (S) = co(σ(S)).

Met behulp van eigenschappen 5.1 en 5.4 en het spectral mapping theorem kun-

nen we een nuttig lemma bewijzen:

5.7 Lemma [4]

Zij N de minimale normale uitbreiding van een subnormale S.

(i) Zij p een polynoom in één complexe veranderlijke, dan is ‖p(S)‖ = ‖p(N)‖.

(ii) Zij λ 6∈ σ(S) dan is ‖(S − λ1l)−1‖ = ‖(N − λ1l)−1‖.

Bewijs :

(i) Vermits σ(N) ⊆ σ(S), zal zeker p(σ(N)) ⊆ p(σ(S)), dus σ(p(N)) ⊆ σ(p(S)).

Hieruit volgt:

‖p(N)‖ = r(p(N)) 6 r(p(S)) 6 ‖p(S)‖,

maar triviaal geldt ‖p(S)‖ 6 ‖p(N)‖, dus gelijkheid volgt.
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(ii) We weten al dat N−λ1l inverteerbaar is als S−λ1l inverteerbaar is, en vermits

(σ(A))−1 = σ(A−1) voor elke begrensde inverteerbare operator A, kunnen we

het bewijs verder zetten als hierboven.

We kunnen een nauwkeuriger resultaat formuleren i.v.m. het spectrum van een

subnormale operator. Dit werd bewezen in [4]. We voeren eerst een begrip in:

5.8 Definitie

Zij V een compacte deelverzameling van C, dan noemen we de begrensde componenten

van V c ‘de gaten van V ’. N

5.9 Stelling

Zij N de minimale normale uitbreiding van de subnormale S. σ(S) is de unie van

σ(N) en een aantal gaten van σ(N).

Bewijs :

We bewijzen eerst dat σ(S) ⊆ σ(N)∪H(N), waarbij H(N) de gaten van σ(N) zijn.

Vervolgens tonen we aan dat een gat van σ(N) ofwel bevat is in σ(S), ofwel disjunct

ervan.

• Zij λ 6∈ σ(N) ∪H(N). Dan is f(z) := (z − λ)−1 continu op σ(N) ∪H(N) en

analytisch op zijn inwendige. Dus, door de stelling van Mergelyan2 bestaat er

een rij van polynomen (pn)n in z zodat pn(z) → f(z) uniform op σ(N)∪H(N).

Dus zal ‖pn(N) − (N − λ1l)−1‖ → 0, dus (pn(N))n is een Cauchyrij (voor de

normtopologie). Door lemma 5.7 is (pn(S))n ook Cauchy en convergeert naar

een zekere R. Vermits nu ‖pn(N)(N −λ1l)−1l‖ en ‖(N − λ1l)pn(N)− 1l‖ naar

0 convergeren, zullen ‖pn(S)(S − λ1l) − 1l‖ en ‖(S − λ1l)pn(S)− 1l‖ ook naar

0 convergeren, zodat R(S − λ1l) = (S − λ1l)R = 1l ⇒ λ 6∈ σ(S).

• Uit eigenschap 5.4 weten we al dat σ(N) ⊆ σ(S) en σap(S) ⊆ σap(N). Zij nu

G een gat van σ(N). Stel G1 := G \ σ(S) en G2 := G ∩ σ(S). We beweren nu

dat G1 en G2 allebei open zijn, maar vermits deze twee verzamelingen disjunct

zijn en hun unie samenhangend is, zal dit impliceren dat een van de twee leeg

2Stelling (Mergelyan)[31]
Zij K ⊂ C compact, zodat Kc samenhangend is, en zij f een functie die analytisch is op het
inwendige van K, dan bestaat er een rij van polynomen die uniform naar f convergeert op heel K.
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is. Vermits G open is en σ(S) gesloten, zal G1 open zijn. Zij nu λ ∈ G2, dan

is al zeker λ 6∈ σ(N), dus λ 6∈ σap(N) en λ 6∈ σap(S), waaruit we dan weer

halen dat λ niet op de rand van van σ(S) ligt. Maar λ ∈ G2 ⊆ σ(S), dus λ

zit in het inwendige van σ(S). Dus G2 is in feite de doorsnede van G met het

inwendige van σ(S), allebei open verzamelingen, dus ook G2 is open.

5.10 Voorbeeld

We gaan bovenstaande stelling eens nagaan voor de éénzijdige shift op `2(N). Uit

voorbeeld 1.3 weten we al dat deze subnormaal is met als minimale normale uitbrei-

ding de tweezijdige shift op `2(Z).

We berekenen het spectrum van de eenzijdige shift U+. Omdat ‖U+‖ = 1, zal al

zeker σ(U+) ⊆ B(0, 1). We berekenen nu Rσ(U+),

λ ∈ Rσ(U+) ⇔ Ran (λ1l− U+) 6= `2(N)

⇔ ∃η 6= 0,∀ξ : 〈η, (λ1l− U+)ξ〉 = 0

⇔ ∃η 6= 0,∀ξ :
∑
i>0

ηi(λ̄ξ̄i − ξ̄i−1) = 0

⇔ ∃η 6= 0,∀ξ :
∑
i>0

(λ̄ηi − ηi+1)ξ̄i = 0

⇔ ∃η 6= 0,∀i ∈ N : λ̄ηi = ηi+1

⇔ ∃η 6= 0,∀i ∈ N : ηi = λ̄iη0

⇔
∑
i>0

|λ|2i <∞,

dus Rσ(U+) = B(0, 1). Omdat B(0, 1) ⊆ σ(U+) ⊆ B(0, 1), en het spectrum altijd

compact is, weten we σ(U+) = B(0, 1).

De minimale normale uitbreiding van U+ is de tweezijdige shift U−
+ . We zoe-

ken hiervan het spectrum. Omdat U−
+ unitair is, zal al zeker σ(U−

+ ) ⊆ T, met

T = {λ ∈ C| |λ| = 1}. Zij nu λ ∈ T, we beweren dat λ1l−U−
+ niet surjectief is. Kies

een ν ∈ T zodat λ+ν 6= 0 en zij ξ = (. . . , 0, 0, ν, 0, 0, . . .). Stel er bestaat een η zodat

ξ = (λ1l−U−
+ )η. dan moet voor alle i: ξi + ηi−1 = ληi. Dan geldt voor alle plaatsen

links van de ν in ξ, zowel als voor alle plaatsen rechts ervan, dat |ξk| een constante

is, en omdat de rij kwadratisch sommeerbaar moet zijn, moet deze constante 0 zijn

voor beide helften. Maar dit kan duidelijk niet. Dus σ(U−
+ ) = T.

Dit is dus een mooie illustratie van stelling 5.9. Merk op dat we door deze

stelling toekomen met een van de twee spectra te berekenen. Als we het spectrum
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kennen van U+, en we weten dat σ(U−
+ ) ⊆ T, dan moet gelijkheid gelden, anders zou

σ(U−
+ ) geen gaten hebben, en dus zou σ(U+) 6= B(0, 1). Omgekeerd, als we weten

dat σ(U−
+ ) = T, dan is het voldoende om voor één punt λ uit B(0, 1) na te gaan of

λ1l− U+ inverteerbaar is, om te concluderen of nu σ(U+) = T of B(0, 1). F

5.11 Propositie [5]

Zij S ∈ B(H) een subnormale operator, dan is λ ∈ ρn(S) asa er een α > 0 bestaat

zodat:

n∑
i,j=0

B∗
i S

∗j(S − λ1l)∗(S − λ1l)SiBj > α

n∑
i,j=0

B∗
i S

∗jSiBj, (10)

voor alle B0, B1, . . . , Bn ∈ C∗(S).

Bewijs :

Zij N ∈ B(K) de minimale normale uitbreiding van S. Omdat voor een normale

operator geldt dat het spectrum gelijk is aan het benaderend puntspectrum, weten

we dat

λ ∈ ρn(S) ⇔ λ ∈ ρ(N)

⇔ N− λ1l is langs onder begrensd

⇔ ∃α > 0 zodat ‖(N − λ1l)ξ‖2 > α‖ξ‖2voor alle ξ ∈ H.

We weten dat K =
∨
{N∗iξ| ξ ∈ H, i ∈ N}. Dus λ ∈ ρn(S) asa er bestaat

een α > 0 zodat ‖(N − λ1l)
∑n

i=0N
∗iξi‖2 > α‖

∑n
i=0N

∗iξi‖2, voor elke eindige

verzameling {ξ0, ξ1, . . . , ξn} ⊂ H. We kunnen deze laatste ongelijkheid herschrijven:

〈(N − λ1l)
n∑
j=0

N∗jξj, (N − λ1l)
n∑
i=0

N∗iξi〉 > α〈
n∑
j=0

N∗jξj,

n∑
i=0

N∗iξi〉

m
n∑

i,j=0

〈(N − λ1l)N iξj, (N − λ1l)N jξi〉 > α

n∑
i,j=0

〈N iξj, N
jξi〉

m
n∑

i,j=0

〈(S − λ1l)Siξj, (S − λ1l)Sjξi〉 > α
n∑

i,j=0

〈Siξj, Sjξi〉. (11)

We weten dus al dat λ ∈ ρn(S) asa (11) geldt voor een α > 0 en elke eindige

verzameling {ξ0, ξ1 . . . , ξn} ⊂ H.
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Zij nu ξ ∈ H, zij dan ξi = Biξ voor 0 6 i 6 n en Bi ∈ C∗(S). We krijgen dan

〈
n∑

i,j=0

B∗
i S

∗j(S − λ1l)∗(S − λ1l)SiBjξ, ξ〉 > α〈
n∑

i,j=0

B∗
i S

∗jSiBjξ, ξ〉,

wat we moesten bekomen.

Voor de omgekeerde implicatie is het weer voldoende om aan te nemen dat S

*-cyclisch is (zie het bewijs van stelling 4.4. Zij dus η een *-cyclische vector voor S,

dus H = C∗(S)η. Zij B0, B1, . . . , Bn ∈ C∗(S), dan volgt uit (10) dat (11) geldt voor

ξk = Bkη. Maar aangezien (11) dus geldt voor een dichte deelverzameling, geldt ze

voor heel H.
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§ 6 Cyclische subnormale

operatoren

Het eerste deel van deze paragraaf komt uit [9].

6.1 Lemma

Zij S een cyclische subnormale operator op H, met cyclische vector ξ, dan is de

minimale normale uitbreiding N van S (op K) *-cyclisch, en ξ is een *-cyclische

vector voor N .

Bewijs :

We weten H =
∨
{Snξ| n ∈ N}. Zij M =

∨
{N∗mNnξ| n,m ∈ N}, dan is M een

reducerende deelruimte voor N die H omvat (omdat Nnξ = Snξ). Dus M = K.

6.2 Definitie

Zij A een operator op H, ξ ∈ H, en K een compacte deelverzameling van C die σ(A)

bevat. Men noemt ξ een Rat(K)-cyclische vector voor A als {u(A)ξ| u ∈ Rat(K)} =

H. A is dan een Rat(K)-cyclische operator. N

Herinner de operator Nµ: vermenigvuldiging met de identieke functie op L2(K,µ),

voor een zekere K ⊂ C. We gaan het resultaat: Elke *-cyclische normale operator is

equivalent aan Nµ voor een zekere maat µ uitbreiden naar subnormale operatoren:

6.3 Stelling

Zij S ∈ B(H) een subnormale operator met minimale normale uitbreiding N ∈ B(K).

Stel dat S een Rat(K)-cyclische vector ξ heeft, dan bestaat er een unieke maat µ op

K (met compacte drager) en een isomorfisme U : K → L2(µ) zodat:

(i) UH = R2(K,µ);

(ii) Uξ = 1;

(iii) UNU−1 = Nµ;
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(iv) V := U |H is een isomorfisme van H naar R2(K,µ) en V SV −1 = Nµ|R2(K,µ).

Bewijs :

Bekijk L :=
∨

({N∗nNkξ|n, k ∈ N}). L is een reducerende deelruimte van K voor

N . Ook geldt H ⊆ L; immers
∨
{z̄nzk|n, k ∈ N} = C(K) door de stelling van

Stone-Weierstrass3, en vermits Rat(K) ⊂ C(K), geldt u(S)ξ = u(N)ξ ∈ L.

(Bekijk de matrixdecompositie N =

(
S F

0 G

)
. Omdat voor een veel-

term p in één veranderlijke geldt p(N) =

(
p(S) F

0 F

)
, zullen ook veel-

termen in S subnormaal zijn. Omdat voor alle operatoren A,B,C ook

geldt:

(
A B

0 C

)−1

=

(
A−1 −A−1BC−1

0 C−1

)
, als de inversen bestaan,

bekomen we voor alle u ∈ Rat(K): u(S)ξ = u(N)ξ, voor elke ξ ∈ H.)

Dus L = K en ξ is een *-cyclische vector voor N . Bijgevolg bestaat er een unieke

maat µ (met compacte drager) en een isomorfisme U : K → L2(µ) zodat Uξ = 1

en UNU−1 = Nµ ((ii) en (iii)). Uit de stelling van Fuglede-Putnam4 volgt dus

dat ook UN∗U−1 = N∗
µ. Voor elke veelterm p in twee variabelen geldt dus dat

Up(N,N∗) = p(Nµ, N
∗
µ)U , zodat ook Uφ(N) = φ(Nµ)U voor elke continue functie

φ. Dus voor u ∈ Rat(K) ⊂ C(K): Uu(S)ξ = Uu(N)ξ = u, en als we nu hiervan

limieten nemen vinden we (i) terug, en (iv) volgt hieruit ook onmiddellijk.

Zij P 2(µ) de L2(µ)-sluiting van de veeltermen. We definiëren voor elke maat µ

met compacte drager de operator Sµ : P 2(µ) → P 2(µ) : p 7→ zp. We krijgen dan

het eenvoudige gevolg:

6.4 Gevolg

S is een cyclische subnormale operator asa S unitair equivalent is aan Sµ voor een

zeker maat µ, met compacte drager, op C.

3Stelling (Stone-Weierstrass)[30]
Zij X een compacte Hausdorffruimte en A een gesloten deelalgebra van C(X) zodat de constante
functies tot A behoren, f ∈ A ⇒ f̄ ∈ A en A de punten van X separeert, dan is A = C(X).

4Stelling (Fuglede-Putnam)[22]
Zij N en M normale operatoren op resp. H en K en zij V : H → K een operator zodat V N = MV ,
dan is ook V N∗ = M∗V .
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Bewijs :

Rat(C) = P 2(µ).

6.5 Iets over onbegrensde operatoren

In de volgende stelling zullen we ‘onbegrensde’ (niet noodzakelijk begrensde) func-

ties integreren t.o.v. een spectrale maat. Dit geeft aanleiding tot onbegrensde

operatoren. Dus eerst een woordje uitleg. Voor de details, zie [30].

Zij A een lineaire afbeelding (dus niet noodzakelijk continu) van een dichte deel-

ruimte D(A) ⊆ H (het domein van A) naar H (met H een Hilbertruimte), dan is A

een (onbegrensde) operator.

Zij η ∈ H zodat er een νη bestaat zodat voor alle ξ ∈ H: 〈Aξ, η〉 = 〈ξ, νη〉. De

verzameling van al dergelijke η’s noemen we D(A∗). Als deze verzameling dicht is,

definiëren we een operator op D(A∗) : A∗η = νη, de toegevoegde van A. Dit is een

beetje delicater dan in het begrensde geval, en in het algemeen geldt nu niet meer

(A∗)∗ = A.

Zij E een spectrale maat op een Hilbertruimte H en f een meetbare functie.

Dan kan bewezen worden dat Df = {ξ ∈ H|
∫
|f(z)|2 d〈E(z)ξ, ξ〉} een dichte deel-

verzameling is van H. We kunnen een operator
∫
f dE definiëren, met domein Df ,

door een rij van begrensde functies (fn)n te nemen die naar f convergeert, en de

limiet van
∫
fn dE te bekijken. We noteren deze operator ook f(A), waarbij A de

operator
∫
z dE is.

Een operator A noemen we gesloten, indien {(ξ, Aξ)| ξ ∈ D(A)} gesloten is in

H⊕ H. Een nuttige stelling hierover:

6.5.1 Stelling

Zij A een operator, dan is A∗ (als deze bestaat) gesloten.

Hieruit volgt dat elke integraal van een meetbare functie f (t.o.v. een spectrale

maat E) gesloten is, immers:∫
f dE =

(∫
f̄ dE

)∗
.

Een interessante stelling is ook:
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6.5.2 Stelling

Zij f een meetbare functie en E een spectrale maat op een Hilbertruimte H, dan zijn

de volgende uitspraken equivalent:

•
∫
f dE ∈ B(H)

• f is E-essentieel begrensd

• Df = H

De rest van de paragraaf is afkomstig uit [38].

6.6 Stelling

Zij S een subnormale operator op H met cyclische vector ξ. Zij T ∈ B(H) zodat T

commuteert met S, dan is T subnormaal. Ook bestaat er dan een meetbare functie

pT ∈ P∞(µ) = P 2(µ) ∩ L∞(µ) zodat T = pT (N)|H, waar N ∈ B(K) de minimale

normale uitbreiding is van S en µ de scalaire spectrale maat van N behorende bij ξ.

Bewijs :

Omdat H =
∨
{Snξ| n ∈ N}, bestaat er voor elke Tξ ∈ H een rij polynomen (pn)n

zodat Tξ = limn→∞ pn(S)ξ (in de normtopologie). Vermits pn(S)ξ = pn(N)ξ voor

elke n, geldt ∫
|pn(z)− pm(z)|2 dµ(z) → 0,

als m,n → ∞. Dus bestaat er een functie pT ∈ P 2(µ) zodat pn → pT . Dus

pn(S)ξ = pn(N)ξ convergeert zowel naar Tξ als naar pT (N)ξ, zodat Tξ = pT (N)ξ.

Merk op dat, omdat pT ∈ P 2(µ), ξ ∈ DpT
. Omdat nu T commuteert met S,

krijgen we dat voor elke polynoom p:

Tp(S)ξ = p(S)Tξ

= p(N)pT (N)ξ

= pT (N)p(N)ξ

= pT (N)p(S)ξ,

zodat p(S)ξ ∈ DpT
. Nu is pT (N) een gesloten operator, en omdat

{p(S)ξ| p een polynoom} = H,
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moet DpT
⊇ H. Zij dus nu η ∈ H, en zij (qn)n een rij polynomen zodat qn(S)ξ → η,

dan convergeert pT (N)qn(S)ξ = Tqn(S)ξ naar Tη en naar pT (N)η, zodat pT (N)η =

Tη, voor alle η ∈ H. (dit leert ons ook pT (N)nη = T nη, voor alle n ∈ N en η ∈ H)

Bekijk nu M =
∨
{pT (N)∗nη| η ∈ H, n ∈ N}, dan zal H ⊆ M ⊆ K. Dan is, omdat

N en N∗ commuteren met pT (N)∗n, voor elke n, M een reducerende deelruimte voor

N . Dus M = K.

Voor elke eindige collectie η1, η2, . . . , ηr in H hebben we nu:
r∑

m,n=0

〈T nηm, Tmηn〉 =
r∑

m,n=0

〈pT (N)nηm, pT (N)mηn〉

=

∥∥∥∥∥
r∑

n=0

pT (N)∗nηn

∥∥∥∥∥
> 0,

Zodat uit het Halmos-Bram criterium 4.2 volgt dat T subnormaal is.

Uit Lemma 4.1 weten we ook dat er een constante c bestaat, zodat
r∑

m,n=0

〈T n+1ηm, T
m+1ηn〉 6 c

r∑
m,n=0

〈T nηm, Tmηn〉

m
r∑

m,n=0

〈pT (N)n+1ηm, pT (N)m+1ηn〉 6 c
r∑

m,n=0

〈pT (N)nηm, pT (N)mηn〉

m∥∥∥∥∥pT (N)
r∑

n=0

pT (N)∗nηn

∥∥∥∥∥ 6 c

∥∥∥∥∥
r∑

n=0

pT (N)∗nηn

∥∥∥∥∥ ,
waaruit we kunnen besluiten dat pT (N) begrensd is op een dichte deelverzameling

van K, en omdat pT (N) gesloten is, op heel K. pT is dus een element van L∞(µ).

Hieruit halen we eenvoudig dat als T een operator is die commuteert met een

cyclische subnormale S zowel als met S∗, dat T noodzakelijk normaal is. Immers,

dan commuteren T en T ∗ met S, en zijn dus allebei subnormaal. Omdat ze allebei

dan ook hyponormaal zijn, is T normaal. Als we dit combineren met de stelling van

Fuglede-Putnam (zie voetnoot 4, p. 47), vinden we volgend resultaat:

6.7 Gevolg

Zij N een cyclische normale operator en zij T een operator die met N commuteert,

dan is T ook normaal.
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Bewijs :

Immers, omdat TN = NT , is ook TN∗ = N∗T , dus ook T ∗N = NT ∗. Omdat een

normale operator (triviaal) ook subnormaal is, zijn zowel T als T ∗ subnormaal, dus

hyponormaal. Bijgevolg is T normaal.

Zij nu {S}′ de verzameling van alle operatoren die commuteren met de cyclische

subnormale S ∈ B(H). Uit stelling 6.6 weten we dan dat er voor elke T ∈ {S}′

een functie pT ∈ P∞(µ) bestaat zodat T = pT (N)|H (met N de minimale normale

uitbreiding van S en µ de scalaire spectrale maat horende bij de cyclische vector

van S). Zij nu LS de verzameling van al dergelijke functies.

6.8 Lemma

LS = P∞(µ).

Bewijs :

(⊆) volgt direct uit stelling 6.6.

(⊇) Zij p ∈ P∞(µ), dan bestaat er dus een rij polynomen (pn)n zodat∫
|pn(z)− p(z)|2 dµ(z) → 0.

Dus zal (met ξ de cyclische vector van S) ‖(pn(N) − p(N))ξ‖ → 0, zodat

p(N)ξ ∈ H. Zij nu q een polynoom, dan is

p(N)q(S)ξ = p(N)q(N)ξ

= q(N)p(N)ξ

= q(S)p(N)ξ

∈ H,

dan is, omdat H =
∨
{Snξ| n ∈ N}, p(N)H ⊂ H. Ook kunnen we eenvoudig

nagaan dat p(N)|H commuteert met S:

p(N)Sη = p(N)Nη

= Np(N)η

= Sp(N)η,

voor elke η ∈ H. Per definitie zal dus p ∈ LS.
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§ 7 Een functiecalculus

We gaan een functiecalculus ontwikkelen voor subnormale operatoren. Hiervoor

gaan we natuurlijk gebruik maken van de functiecalculus die al bestaat voor de

minimale normale uitbreiding. Het grootste deel van het materiaal komt uit [9].

7.1 Lemma

Zij (An)n een rij van operatoren zodat ‖An −A‖ → 0 en zij U een open rond σ(A).

Dan bestaat er een n0 ∈ N zodat ∀n > n0 : σ(An) ⊂ U .

Bewijs :

Stel: dit is niet waar. Dus voor elke n ∈ N bestaat er eenN > n zodat σ(AN) ∩ U c 6= ∅.
Door over te gaan op een deelrij vinden we dus voor elke n ∈ N een λn ∈ σ(An)∩U c.

Nu convergeert (‖An‖)n naar ‖A‖, dus bestaat er een M zodat voor elke n ∈ N
geldt: ‖An‖ 6 M (immers, een convergente rij is begrensd). Omdat voor iedere n:

λn ∈ σ(An), zal voor elke n: λn 6 M , dus de λn zitten in een compacte verzameling.

Omdat C metriseerbaar is, bestaat er een convergente deelrij van (λn)n. Door over

te gaan op die deelrij, en met λ de limiet daarvan, bekomen we: λn ∈ U c voor elke

n, en dus λ ∈ U c (want U c is gesloten). We weten ook dat de niet-inverteerbare ope-

ratoren een gesloten verzameling vormen, en vermits ‖(An− λn1l)− (A− λ1l)‖ → 0,

is λ ∈ σ(A). Dit is natuurlijk een tegenspraak.

7.2 Stelling

Zij S ∈ B(H) subnormaal met minimale normale uitbreiding N . Definieer voor elke

f ∈ R(σ(S)), f(S) = f(N)|H, dan is de calculus f 7→ f(S) een multiplicatieve

lineaire isometrie van R(σ(S)) naar B(H) die de Riesz-calculus uitbreidt. Er geldt

ook

σ(f(S)) = f(σ(S)) voor alle f ∈ R(σ(S)).

opmerkingen:

• f(N) is dus het beeld van f onder de Borelcalculus.
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• De norm die we op R(σ(S)) beschouwen is ‖ . ‖σ(S), de supremumnorm op

σ(S).

Bewijs :

Merk op dat Rat(σ(S)) een deel is van de analytische functies op σ(S) en dat door

de stelling van Runge5 elke analytische functie op σ(S) in R(σ(S)) zit.

Zij f een analytische functie. Essentieel is dat f(N)H ⊂ H en f(N)|H = f(S):

f(N) = f(

(
S F

0 G

)
)

=
1

2πi

∮
γ

f(z)(z1lK −

(
S F

0 G

)
)−1dz

=
1

2πi

∮
γ

f(z)

(
z1lH − S F

0 z1lH⊥ −G

)−1

dz

=
1

2πi

∮
γ

f(z)

(
(z1l− S)−1 −(z1l− S)−1F (z1l−G)−1

0 (z1l−G)−1

)
dz

=

(
1

2πi

∮
γ
f(z)(z1l− S)−1dz − 1

2πi

∮
γ
f(z)(z1l− S)−1F (z1l−G)−1dz

0 1
2πi

∮
γ
f(z)(z1l−G)−1dz

)

=

(
‘f(S)’ F

0 F

)
,

waarbij γ een kromme is die de unie van de spectra van al deze operatoren eenmaal in

positieve zin omsluit. Met ‘f(S)’ in de laatste stap wordt de Riesz-calculus bedoeld.

We zien dus dat f(S), gedefinieerd als in de stelling, gelijk is aan ‘f(S)’ gege-

ven door de Riesz-calculus. Dus multiplicatief en lineair zijn ook al in orde, voor

analytische functies, en door limieten te nemen ook voor heel R(σ(S)).

Uit de Riesz-calculus leren we ook dat σ(f(S)) = f(σ(S)), en omdat f(S) sub-

normaal is (f(N) is normaal!), geldt ‖f‖σ(S) = ‖f(S)‖ (de norm van een subnormale

operator is gelijk aan zijn spectrale straal). Bijgevolg is f ∈ Rat(σ(S)) 7→ f(S) een

isometrie, die dus uitbreidbaar is tot een isometrie op heel R(σ(S)).

We moeten nu enkel nog bewijzen dat σ(f(S)) = f(σ(S)) geldt op heel R(σ(S)).

5Stelling (Runge)[36]
Zij ∆ ⊂ C open en samenhangend. Beschouw een verzameling Γ die bestaat uit punten van
Λ := (C∪{∞}) \∆ en zodat in elke component van Λ minstens een punt van Γ ligt. Dan kan elke
analytische functie op ∆ benaderd worden (in de zin van uniforme convergentie op compacten)
door rationale functies met polen in Γ.
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Zij dus nu f ∈ R(σ(S)), en zij (fn)n een rij in Rat(σ(S)) zodat ‖fn − f‖σ(S) → 0.

Zeker geldt dus al σ(fn(S)) = fn(σ(S)) voor elke n.

(⊆) Zij nu λ 6∈ f(σ(S)), dan bestaat er een n0 zodat λ 6∈ fn(σ(S)) ∀n > n0.

Verder zal ook (fn−λ)−1 → (f −λ)−1 uniform op σ(S) (omdat λ niet bereikt

wordt, is inverse nemen een continue bewerking). Dus is g := (f − λ)−1 ∈
R(σ(S)), want voor n > n0, is f−1

n ∈ Rat(σ(S)). Nu is g(S)(f(S) − λ1l) =

[g(f − λ)](S) = 1l, dus is λ 6∈ σ(f(S)).

(⊇) Zij ε > 0 willekeurig. Stel Λ(ε) := {λ ∈ C| d(λ, σ(f(S))) < ε}. Uit lemma 7.1

weten we dat er een n1 bestaat zodat fn(σ(S)) = σ(fn(S)) ⊂ Λ(ε), ∀n > n1.

Ook bestaat er een n2 waarvoor ‖fn − f‖σ(S) < ε voor alle n > n2. Door

n0 = max(n1, n2) te nemen, zien we dus dat f(σ(S)) ⊆ Λ(2ε). Vermits ε

willekeurig was, volgt hieruit de gewenste inclusie.

Hieruit leren we dat we door R(σ(S)) te kennen, ook eigenschappen van S zelf

te weten kunnen komen. Een eenvoudig voorbeeldje:

7.3 Propositie

Zij S subnormaal. Als R(σ(S)) = C(σ(S)), dan is S normaal.

Bewijs :

Zij f1 : C→ C : z 7→ <e(z) en f2 : C→ C : z 7→ =m(z). f1,2 zijn dus elementen van

R(σ(S)), door de veronderstelling. Uit bovenstaande stelling leren we dat f1,2(S)

subnormale operatoren zijn met een reëel spectrum. Dus zijn f1,2(S) zelftoegevoegde

operatoren (uit 5.5). Verder is, omdat f1 + if2 = Id, S = f1(S) + if2(S). Dit is dus

de cartesiaanse ontbinding van S. Omdat nu het reëel en imaginair gedeelte van S

commuteren (want functies commuteren, en de calculus is een homomorfisme), is S

normaal. (cfr. hyponormale operatoren en hun cartesiaanse ontbinding)

opmerking:

We gebruikten alleen maar dat <e(z) en =m(z) in R(σ(S)) zitten, maar dit is

equivalent met de gelijkheid in de stelling.

De calculus voor subnormale operatoren kan op een natuurlijke manier uitgebreid

worden, vertrekkende van de Borelcalculus van de minimale normale uitbreiding:
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7.4 Definitie

Zij S ∈ B(H) subnormaal en N ∈ B(K) zijn minimale normale uitbreiding; zij µ een

scalaire spectrale maat voor N . Definieer voor alle φ ∈ L∞(µ):

φ(S)ξ = P (φ(N)ξ),

met P de projectie van K op H, en ξ ∈ H. N

Deze calculus voor subnormale operatoren (‘de Borelcalculus’) breidt de vorige

uit, maar dit is geen homomorfisme meer (niet meer multiplicatief). Gelukkig blijven

nog sommige eigenschappen overeind.

7.5 Propositie

met de notatie van definitie 7.4:

De afbeelding L∞(µ) → B(H) : φ 7→ φ(S) is een positieve injectieve contractie.

Bewijs :

Als φ positief is, dan is φ(N) ook positief, dus ook φ(S) = Pφ(N)P . Aantonen

dat deze afbeelding een contractie is, is ook eenvoudig: ‖φ(S)‖ = ‖Pφ(N)‖ 6

‖φ(N)‖ 6 ‖φ‖. Om nu aan te tonen dat ze injectief is, veronderstel φ ∈ L∞(µ)

zodat φ(S) = 0. Dit betekent dat φ(N)H ⊆ H⊥. Ook geldt voor elke n > 1

en ξ ∈ H: φ(N)N∗nξ = N∗nφ(N)ξ ∈ N∗nH⊥ ⊆ H⊥. Vermits N de minimale

normale uitbreiding van S is, wil dit zeggen dat φ(N)K ⊆ H⊥. Als we dus φ(N)

voorstellen als 2 × 2-operatormatrix op H ⊕ H⊥, dan is φ(N) =

(
0 0

A B

)
, voor

zekere A,B ∈ B(H). Omdat φ(N) normaal is, zal A∗A = 0, dus ook A = 0. Hieruit

volgt φ(N)H = {0}. Maar dan zal ook {0} = N∗kφ(N)H = φ(N)N∗kH voor alle k,

waaruit volgt (weer door minimaliteit van N) dat φ(N) = 0. Maar dit impliceert

dus φ = 0 in L∞.

Als nu φ zo is dat H een invariante deelruimte van φ(N) (dus dan is φ(S)ξ =

Pφ(N)ξ = φ(N)ξ, voor alle ξ ∈ H), dan is φ(S) ook subnormaal (φ(N) is een

normale uitbreiding).

7.6 Propositie [27]

Zij S ∈ B(H) een subnormale operator met minimale normale uitbreiding N ∈ B(K).

Zij φ ∈ L∞(µ) (met µ een scalaire spectrale maat voor N), zodat φ(N)H ⊆ H, dan

is σn(φ(S)) = σ(φ(N)).
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Bewijs :

Zij M =
∨
{φ(N)∗jξ| ξ ∈ H}, en zij M = φ(N)|M. Duidelijk is M de mini-

male normale uitbreiding van φ(S). M is ook een invariante deelruimte voor N :

Nφ(N)∗ξ = φ(N)∗Nξ, voor alle ξ ∈ H. Zij nu S1 = N |M, dan is N de minimale

normale uitbreiding van S1 (omdat H ⊆ M ⊆ K).

Vermits φ(N) = M ⊕ φ(N)|M⊥ , is σ(M) ⊆ σ(φ(N)) (inderdaad, als de inverse

van A⊕B bestaat, voor willekeurige operatoren A en B, is die gelijk aan A−1⊕B−1,

en bestaan die inversen dus ook). Veronderstel σ(φ(N)) \ σ(M) 6= ∅, en zij λ een

element hierin. Kies een open verzameling ∆ in σ(φ(N)) (met de spoortopologie

vanuit C), zodat λ ∈ ∆ en σ(M) ∩∆ = ∅.
Zij φ(N) =

∫
z dE(z) de spectrale ontbinding van φ(N), en zij P de projectie

van K op M. Dan is PE(Λ) = E(Λ)P , voor elke Borelverzameling Λ. Omdat er

een bijectief verband is tussen de normale operatoren en spectrale maten (en dus de

spectrale maat van een normale operator uniek bepaald is), is de spectrale maat Ẽ

van M gegeven door Ẽ(Λ) = PE(Λ)P = PE(Λ).

Omdat nu σ(M) ∩ ∆ = ∅, is Ẽ(∆) = 0. Dus 0 = PE(∆) = E(∆)P , zodat

E(∆)K ⊥ M, zodat (E(∆)K)⊥ ⊇ M. Nu is E(∆)K (en dus ook (E(∆)K)⊥) een

reducerende deelruimte voor N , immers, N en N∗ commuteren met φ(N), en dus

ook met E(∆). Dus, omdat N de minimale normale uitbreiding is van S1, moet

E(∆)K = {0}, dus moet E(∆) = 0, maar dit is in tegenspraak met het feit dat ∆

een open deel is van σ(φ(N)).

7.7 Propositie

Zij A, S ∈ B(H), S subnormaal. Zij ρ : C∗(S) → C∗(A) een *-homomorfisme met

ρ(S) = A, dan is A subnormaal en:

(i) σn(A) ⊆ σn(S)

(ii) Zij f ∈ C(σn(S)), dan is f(A) goed gedefinieerd, f(S) ∈ C∗(S), f(A) ∈ C∗(A),

en ρ(f(S)) = f(A).

Bewijs :

We weten al dat A subnormaal is (4.6).

(i) Stel: ∃λ ∈ σn(A) \ σn(S). Zij f een continue functie op σn(S) ∪ σn(A) zodat

f |σn(S) ≡ 0 en f(λ) 6= 0. Zij (pk)k een rij van polynomen in z en z̄ die

uniform convergeert naar f op σn(S)∪ σn(A). Vermits ρ een *-homomorfisme

is, is ρ(pk(S, S
∗)) = pk(A,A

∗), en dus ρ(f(S)) = f(A). Maar f(S) = 0, dus
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f(A) = 0. Uit propositie 7.5 weten we dan dat f = 0 in L∞(ν), met ν een

scalaire spectrale maat voor de minimale normale uitbreiding van A. Maar de

(continue!) functie f is niet identiek 0 op de drager van ν (= σn(A)). Dit is

een contradictie.

(ii) Door puntje (i) is f(A) goed gedefinieerd. Weer kunnen we f uniform benade-

ren door een rij veeltermen (pk)k in z en z̄. Dus is duidelijk dat f(S) ∈ C∗(S)

en f(A) ∈ C∗(A). Omdat voor elke k: ρ(pk(S, S
∗)) = pk(A,A

∗), volgt ook dat

ρ(f(S)) = f(A)
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§ 8 Een semi-spectrale ontbinding

8.1 Definitie

Zij (X,M) een meetbare ruimte. Een semispectrale maat F voor een Hilbertruimte

H is een afbeelding van M naar de positieve operatoren op H zodat F (∅) = 0,

F (X) = 1l en voor elke rij (∆n)n van twee aan twee disjuncte Borelverzamelingen

geldt F
(⋃

n∈N ∆n

)
=
∑

n∈N F (∆n). N

opmerkingen:

• Andere benaming hiervoor zijn ‘operatormaat’ of ‘positieve operatormaat’.

• Als een semispectrale maat F ook nog voldoet aan F (∆ ∩ Λ) = F (∆)F (Λ),

dan is F een spectrale maat.

Voor elke normale operatorN bestaat er een spectrale maat E zodatN =
∫
z dE(z).

Omgekeerd geldt ook dat als E een spectrale maat is, dat
∫
z dE(z) een normale

operator is. We trachten dezelfde overeenkomst te vinden tussen een subnormale

operator en een semispectrale maat.

8.2 Stelling (Naimark) [18]

Zij H een Hilbertruimte en F een semispectrale maat op H, dan bestaat er een

Hilbertruimte K ⊃ H en een spectrale maat E op K zodat F (.) = PK
HE(.)|H.

Bewijs :

Bekijk de ruimte K1 van alle meetbare trapfunctiesX → H (trapfuncties zijn functies

t zodat t(X) eindig is). Voor f, g ∈ K1, zij {∆1,∆2, . . . ,∆n} een meetbare X-partitie

zodat f en g constant zijn op elke ∆k. Zij ξk en ηk de waarden die f resp. g hebben

op ∆k. Definieer dan een sesquilineaire vorm op K1:

[f, g] =
∑

〈F (∆k)ξk, ηk〉.

Merk op dat dit onafhankelijk is van de gekozen X-partitie (zolang de functies f en

g maar constant zijn op elk element van de partitie). K0 = {f ∈ K1| [f, f ] = 0} is

een gesloten deelruimte van K1:
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• De constante functie 0 zit in K0

• f ∈ K0 ⇒ λf ∈ K0 : [λf, λf ] = |λ|2[f, f ], voor alle λ ∈ C

• f, g ∈ K0 ⇒ f + g ∈ K0:

[f + g, f + g] = [f, f ] + [g, g] + 2<e([f, g]) 6 2|[f, g]| 6 2
√

[f, f ][g, g] = 0,

waarbij we de ongelijkheid van Cauchy-Schwartz gebruikt hebben in de voor-

laatste stap.

• Zij (fα)α een net in K0 dat convergeert binnen K1, dan is limα fα ∈ K0, omdat

een limiet door een eindige som en het scalair product schuift.

Zij nu f ∈ K0 en g ∈ K1 willekeurig. Dan leren we uit de ongelijkheid van

Cauchy-Schwartz dat |[f, g]|2 6 [f, f ][g, g] = 0, dus dan [f, g] = 0. Hieruit volgt

dat [f + K0, g + K0] := [f, g] een goed gedefinieerde sesquilineaire vorm is op K1/K0.

Door de constructie is dit zelfs een scalair product. Bekijk dan de vervollediging K

van de prehilbertruimte K1/K0. Door ξ ∈ H af te beelden op de constante functie

ξ : X → H : x 7→ ξ kunnen we H inbedden in K.

De afbeelding E : ∆ ⊂ X 7→ E(∆) : f 7→ E(∆)f = χ∆f is een spectrale maat:

• E(∆) is een projectie voor elke ∆: immers E(∆)∗f = χ∗
∆f = χ∆f = E(∆)f

en E(∆)2f = χ2
∆f = χ∆f = E(∆)f , voor iedere f ∈ K.

• E(∅) = 0 en E(X) = 1l

• E(∆ ∩ Γ)f = χ∆∩Γf = χ∆χΓf = E(∆)E(Γ)f

• Voor elke rij (∆n)n∈N van twee aan twee disjuncte deelverzamelingen van X:

E(
⋃

∆n)f = χ⋃
∆nf =

∑
χ∆nf =

∑
E(∆n)

Zij nu P de projectie van K op de inbedding van H (dus voor elke ξ ∈ K is Pξ

een constante functie!), dan zal voor alle ξ, η ∈ H:

〈PE(∆)ξ, η〉 = 〈F (X)PE(∆)ξ, η〉
= [PE(∆)ξ, η]

= [E(∆)ξ, Pη]

= [E(∆)ξ, η]

= 〈F (∆)ξ, η〉+ 〈F (∆c)0, η〉
= 〈F (∆)ξ, η〉.

Volgende stelling werd reeds bewezen in [4], hier wordt echter de aanpak van [25]

gevolgd.
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8.3 Stelling

Een operator S ∈ B(H) is subnormaal asa er een semispectrale maat F met compacte

drager bestaat zodat S∗iSj =
∫
z̄izj dF (z), voor alle i, j ∈ N.

opmerkingen:

• Als men de voorwaarde vervangt door S =
∫
z dF (z), is de stelling niet meer

waar. Men zou dan bekomen: S = PN |H, wat natuurlijk niet voldoende is om

te concluderen dat S subnormaal is.

• De integraal t.o.v. een semispectrale maat F kunnen we eigenlijk niet zomaar

nemen. Wegens voorgaande stelling kunnen we echter eenvoudig deze integraal

definiëren in functie van de spectrale maat E die deze uitbreidt, door
∫
f dF =

P
(∫

f dE
)
P .

Bewijs :

(⇒) Zij S een subnormale operator op een Hilbertruimte H met minimale normale

uitbreiding N op K ⊃ H. Bekijk de spectrale ontbinding N =
∫
z dE(z) van

N . We weten dat S = N |H = PN |H, met P de projectie van H op K. Zij

F gedefinieerd door F (∆) = PE(∆)|H voor elke ∆ waarvoor E gedefinieerd

is. Dan is F een semispectrale maat. Immers, F (∅) = 0, F (X) = 1l. Ook

zal F (∆) een positieve operator zijn voor elke ∆, want E(∆) is een positieve

operator, P is zelftoegevoegd en F (∆) = PE(∆)P . De σ-additiviteit van F

volgt uit die van E; zij (∆n)n een rij van paarsgewijs disjuncte verzamelingen,

F (
⋃

∆n) = PE(
⋃

∆n)|H

= P
(∑

E(∆n)
)∣∣∣

H

=
∑

PE(∆n)|H

=
∑

F (∆n).

Nu is S∗iSj = PN∗iN j|H.

Inderdaad, Sj = N j|H is direct duidelijk, en S∗i = PN∗i geldt ook;

bekijk immers de matrixdecompositie N∗ =

(
S∗ 0

F ∗ G∗

)
. Induc-

tief vinden we eenvoudig dat N∗n =

(
S∗n 0

F F

)
, voor iedere n,
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zodat PN∗i =

(
1 0

0 0

)(
S∗n 0

F F

)
= S∗n.

Dus

S∗iSj = PN∗iN j|H

= P

(∫
z̄izj dE(z)

)
P

=

∫
z̄izj dF (z)

(⇐) Zij F een semispectrale maat op H zodat S∗iSj =
∫
z̄izj dF (z), voor alle

i, j ∈ N. Door de stelling van Naimark bestaat er een ruimte K ⊃ H en een

spectrale maat E op K zodat F (.) = PE(.)|H , met P de projectie van K op H.

Dan is N =
∫
z dE(z) een normale operator op K. Voor alle i, j ∈ N geldt nu:

PN∗iN j|H = P

(∫
z̄izj dE(z)

)
P

=

∫
z̄izj dF (z)

= S∗iSj.

Door de koppels (i, j) = (1, 1), (1, 0) en (0, 1) te bekijken vinden we

PN∗NP = S∗S = PN∗PNP,

zodat PN∗(1l − P )NP = 0 en equivalent hiermee (1l − P )NP = 0. Dus

N |H = PN |H + (1l− P )N |H = S.

Er is nog een andere karakterisatie mogelijk van subnormale operatoren met

behulp van de semispectrale maat. Hiervoor hebben we het begrip ‘Hausdorff

momentenrij’ nodig.

8.4 Definitie

Een rij (Cn)n van operatoren op een Hilbertruimte noemt men een Hausdorff momentenrij

als er een semispectrale maat F bestaat, op een interval [a, b], zodat Cn =
∫ b
a
zn dF (z),

voor elke n ∈ N. N
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MacNerney heeft in [23] aangetoond dat een rij (Cn)n van zelftoegevoegde ope-

ratoren op een Hilbertruimte H een Hausdorff momentenrij is voor het interval [a, b]

asa

a

n∑
i,j=0

〈ξi, Ci+jξj〉 6
n∑

i,j=0

〈ξi, Ci+j+1ξj〉 6 b

n∑
i,j=0

〈ξi, Ci+jξj〉, (12)

voor elke eindige verzameling {ξ0, ξ1, . . . , ξn} ⊂ H.

Uit bovenstaand resultaat, samen met enkele andere bekende feiten, kunnen we

volgende karakterisatie halen:

8.5 Stelling [14]

Een operator S is subnormaal asa (S∗nSn)n een Hausdorff momentenrij is, voor een

interval [0, b].

Bewijs :

Deze twee feiten zijn ons al bekend:

• S is subnormaal asa
∑

j,k〈Sj+kξk, Sj+kξj〉 > 0 (stelling 4.7)

•
∑

j,k〈Sj+kξk, Sj+kξj〉 > 0 ⇒
∑

j,k〈Sj+k+1ξk, S
j+k+1ξj〉 6 c

∑
j,k〈Sj+kξk, Sj+kξj〉

(uit het bewijs van stelling 4.7)

Als S subnormaal is, dan geldt de rechterongelijkheid van (12) al zeker. De

linkse geldt ook; zij immers (η0, η1, . . . , ηn+1) = (0, ξ0, ξ1, . . . , ξn), dan is duidelijk

dat
∑

j,k〈Sj+k+1ξk, S
j+k+1ξj〉 =

∑
j,k〈Sj+kηk, Sj+kηj〉 > 0.

Omgekeerd volgt uit het feit dat (S∗nSn)n een Hausdorff momentenrij is (voor

het interval [0, b]) dat 0
b

6
∑

j,k〈Sj+kξk, Sj+kξj〉.

Het is al geweten dat elke quasinormale operator (A commuteert met A∗A)

subnormaal is (voorbeeld 2.6). We kunnen nu het verschil tussen de twee mooi

vatten. We weten dus dat S subnormaal is asa er een semispectrale maat F op

R+ bestaat zodat S∗nSn =
∫
zn dF (z). Dit kent een analogon voor quasinormale

operatoren:

8.6 Eigenschap [14]

Een operator A is quasinormaal asa er bestaat een spectrale maat E op R+ zodat

A∗nAn =
∫
zn dE(z).
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Bewijs :

• Als A quasinormaal is, dan geldt A∗nAn = (A∗A)n.

Inderdaad, voor n = 1 geldt de gelijkheid triviaal, stel dat ze geldt

voor n = k − 1. Dan (A∗A)k = (A∗A)k−1A∗A = A∗(k−1)Ak−1A∗A.

Met behulp van de gelijkheid AA∗A = A∗AA kunnen we de on-

derlijnde operator in vorige uitdrukking dus stapsgewijs naar voor

brengen, zodat voor elke n ∈ N : A∗nAn = (A∗A)n.

Zij dus E de spectrale maat van A∗A (dit is een positieve operator!), dan geldt

A∗nAn =
∫
zn dE(z).

• Omgekeerd, als A∗nAn =
∫
zn dE(z), met E een spectrale maat, dan leeft E

alleen op R+, omdat
∫
z dE(z) een positieve operator is. Ook geldt dan, door

de calculus die geldt voor zelftoegevoegde operatoren, A∗nAn = (A∗A)n. We

weten door vorige stelling ook dat A subnormaal is, en dus hyponormaal.

Dus A∗2A2−(A∗A)2 = A∗(A∗A−AA∗)A = 0, maar omdat A∗A−AA∗ positief

is, moet ook (A∗A− AA∗)A = 0. Dus A is quasinormaal.
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§ 9 Een topologisch verband

Subnormale operatoren kunnen ook topologisch gedefinieerd worden in functie van

de normale operatoren. Volgend resultaat toont duidelijk een sterke topologische

samenhang aan tussen subnormale en normale operatoren. Deze paragraaf is geba-

seerd op [11].

9.1 Stelling

S is subnormaal asa S de sterke limiet is van een net van normale operatoren.

Het bewijs hiervan is niet eenvoudig. Als we met rijen zouden mogen werken,

was dit niet al te moeilijk geweest; maar de sterke operator topologie is niet metri-

seerbaar, dus rijen zijn niet voldoende.

Voor we de stelling bewijzen, geven we eerst enkele andere resultaten.

9.2 Lemma

Zij (Aα)α en (Bα)α netten in B(H) die sterk convergeren naar A resp. B. Zij

supα ‖Aα‖ <∞, dan convergeert (AαBα)α sterk naar AB.

Bewijs :

Voor elke ξ ∈ H geldt:

‖AαBαξ − ABξ‖ 6 ‖AαBαξ − AαBξ‖+ ‖AαBξ − ABξ‖
6 sup

α
‖Aα‖‖Bαξ −Bξ‖+ ‖Aα(Bξ)− A(Bξ)‖

→ 0.

9.3 Stelling (Montel) [24]

Zij ∆ een open deelverzameling van C, en zij F een verzameling van analytische

functies op ∆ die uniform begrensd is op compacten in ∆, dan heeft elke rij (fn)n
in F een deelrij die uniform convergeert op compacten.
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Bewijs :

Zij (fn)n een rij in F. Kies een aftelbaar dichte deelverzameling C = {z1, z2, . . .}
van ∆. Voor elke gesloten schijf D ⊂ ∆ bestaat er dus een constante M(D) zodat

|fn(z)| < M(D) voor elke z ∈ D en n ∈ N. Dus |fn(z1)| < M({z1}), voor iedere

n. Dus bestaat er een deelrij (f1,k(z1))k die convergeert naar een zekere w1. Als we

deze functies toepassen op z2 krijgen we weer een begrensde rij (f1,k(z2))k, die dus

weer een convergente deelrij (f2,l(z2))l bevat. Zo verder gaan levert ons een rij van

rijen:

f1,1(z1), f1,2(z1), f1,3(z1), . . . → w1

f2,1(z2), f2,2(z2), f2,3(z2), . . . → w2

f3,1(z3), f3,2(z3), f3,3(z3), . . . → w3

f4,1(z4), f4,2(z4), f4,3(z4), . . . → w4

...
...

...
...

waarin de k-de rij convergeert naar een zeker complex getal wk, en de functies van de

n-de rij gekozen werden uit die van de (n−1)-de. Bekijk nu de rij (fn,n)n. Dit is een

deelrij van (fn)n, waarvoor liml→∞ fl,l(zk) = wk voor elke k. Dus die rij convergeert

op een dichte deelverzameling van ∆.

Zij nu D een gesloten schijf binnen ∆, en zij ε > 0. Uit de integraalformule van

Cauchy volgt dat de functies fn,n uniform equicontinu zijn, d.w.z. er bestaat een

δ > 0 zodat voor elke ξ, η ∈ D en voor elke l ∈ N zodat |fl,l(ξ) − fl,l(η)| < ε/3

vanzodra |ξ − η| < δ.

(Kies een kromme γ binnen ∆ die D 1× omsluit in positieve zin. Dit

kan, omdat ∆ open is, en D een gesloten schijf.

|fl,l(ξ)− fl,l(η)| =
1

2π

∣∣∣∣∮
γ

(
fl,l(w)

ξ − w
− fl,l(w)

η − w

)
dw

∣∣∣∣
6

M(D)

2π
lengte(γ) sup

w∈γ

|ξ − η|
|ξ − w| |η − w|

,

hetgeen we klein kunnen krijgen, vermits we γ kunnen kiezen zodat

d(D, γ) > 0.)

Kies nu een eindig aantal punten z1, . . . , zk zodat elk punt in D op een afstand

kleiner dan δ ligt {z1, . . . , zk}. Vermits voor elke i ∈ {1, . . . , k}: liml→∞ fl,l(zi) = wi,

is elk van deze rijen een Cauchyrij. Omdat we hier slechts te doen hebben met

eindig veel van die rijen, bestaat er een m ∈ N zodat voor iedere i ∈ {1, . . . , k}:
|fj,j(zi)− fl,l(zi)| < ε/3, vanzodra j, l > m.
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Stel nu j, l > m, en z ∈ D. Dan bestaat er een i ∈ {1, . . . , k} zodat |z − zi| < δ,

dus:

|fj,j(z)− fl,l(z)| 6 |fj,j(z)− fj,j(zi)|+ |fj,j(zi)− fl,l(zi)|+ |fl,l(zi)− fl,l(z)|
<

ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

We kunnen een topologie hechten aan deze eigenschap. Zij voor elke n ∈ N,

Kn = {z ∈ C| |z| 6 n & d(z,C \∆) > 1
n
}. Dan zal

• Kn−1 ⊂ K̊n voor alle n > 1,

• ∆ =
⋃∞
n=1Kn,

• Voor elke compacte deelverzameling van ∆ bestaat er een n zodat Kn die

verzameling omvat.

Voor elke n kunnen we nu een seminorm op H(∆) definiëren door pn(f) =

sup{|f(z)|; z ∈ Kn}. Als we nu H(∆) uitrusten met de topologie gëınduceerd

door de familie {pn}n, wordt dit een volledige metriseerbare lokaal convexe ruimte.

Convergentie in deze topologie is uniforme convergentie op compacten.

Doordat H(∆) met deze topologie metriseerbaar is, kunnen we vorige stelling

herformuleren:

9.4 Stelling

Zij ∆ een open deelverzameling van C, en zij F een verzameling van analytische

functies op ∆ die uniform begrensd is op compacten in ∆, dan is de sluiting van F

compact.

Van deze stelling hebben we nu een versie nodig die betrekking heeft op ope-

ratorwaardige functies. We hebben daarom een uitbreiding nodig van het begrip

‘analytische functie’.

9.5 Definitie

Zij X een complexe Banachruimte en ∆ een niet leeg open deel van C. Een functie

f : ∆ → X is analytisch als er voor iedere z0 ∈ ∆ een functie g : ∆ → X bestaat

die continu is in z0 en zo dat voor alle z ∈ ∆ \ {z0} geldt dat g(z) = f(z)−f(z0)
z−z0 . N

Volgende propositie, uit [30], is zeer nuttig:
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9.6 Propositie

Zij X een complexe Banachruimte, ∆ een niet leeg open deel van C en f een functie

van ∆ naar C.

Als f analytisch is, dan is voor elke continue φ : X → C, de functie φ◦f : ∆ → C
analytisch (in de gewone zin).

Als voor elke continue φ : X → C de functie φ ◦ f : ∆ → C analytisch is, dan is

f ook analytisch (in de uitgebreide zin).

9.7 Stelling

Zij H een Hilbertruimte en zij F een familie van analytische functies van een open

deel ∆ ⊂ C naar B(H) zodat F uniform begrensd is op gesloten schijven. Dan bestaat

er voor elk net (fα)α in F een deelnet (fβ)β en een analytische functie f : ∆ → B(H)

zodat fβ(z) → f(z) in de zwakke operatortopologie, voor elke z ∈ ∆.

Bewijs :

Zij C een aftelbaar dichte deelverzameling van H en stel C×C = {(ξ1, η1), (ξ2, η2), . . .}.
Voor elke f ∈ F en n ∈ N definiëren we fn(z) = 〈f(z)ξn, ηn〉. Zij dan Fn = {fn| f ∈ F}.
Uit de stelling van Montel leren we nu dat elke Fn compacte sluiting heeft in

H(∆). Dus door de stelling van Tychonoff6 heeft
∏

n∈N Fn een compacte sluiting in∏
n∈NH(∆) (met de producttopologie). We kunnen F inbedden in

∏
n∈N Fn door f

te identificeren met (f1, f2, . . .).

Zij nu (fα)α een net in F. Dan bestaat er dus een deelnet (fβ)β in
∏

n∈N Fn

dat convergeert. Dit wil zeggen dat voor elke n ∈ N en elke z ∈ ∆, 〈fβ(z)ξn, ηn〉
convergeert. Voor elke z is (‖fβ(z)‖)β begrensd, en C is dicht in H, dus er bestaat

een operator f(z) ∈ B(H) zodat fβ(z) → f(z) in de zwakke operatortopologie.

We weten dan ook dat 〈f(z)ξn, ηn〉 ∈ H(∆) voor elke n, zodat 〈f(z)ξ, η〉 ∈ H(∆)

voor elke ξ, η ∈ H, wegens de stelling van Montel. Uit propositie 9.6 volgt dan dat

f : ∆ → B(H) analytisch is.

6Stelling (Tychonoff)[37]
Het Cartesisch product van compacte ruimten is terug compact.
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9.8 Lemma

Zij (Nα)α een net van normale operatoren in B(H) met spectrale decomposities

Nα =
∫

C z dEα(z). Stel dat Nα → S in de sterke operatortopologie, dan convergeert

Eα(∆) sterk naar 1l, voor elke open ∆ die σ(S) omvat.

Bewijs :

Zij voor elke α: Qα = Eα(C \ ∆). We moeten aantonen dat Qα → 0 in de sterke

operatortopologie, wat equivalent is met Qα → 0 in de zwakke operatortopologie.

Omdat ‖Qα‖ = 1 of 0 voor alle α, en de eenheidsbol in B(H) zwak compact is (zie

hiervoor [21]), heeft (Qα)α een deelnet (Qβ)β zodat Qβ → T voor een zekere T .

Definieer nu voor elke β:

uβ : ∆ → B(H) : z 7→ uβ(z) =

∫
C\∆

1

w − z
dEβ(w).

Dan geldt ‖uβ(z)‖ 6 1
d(z,C\∆)

voor elke z ∈ ∆. (uβ)β is dan een net dat uniform

begrensd is op gesloten schijven. Uit stelling 9.7 leren we dan dat er een analytische

functie u : ∆ → B(H) bestaat, en een deelnet (uγ)γ van (uβ)β, zodat uγ(z) → u(z)

voor elke z ∈ ∆.

Neem nu een vaste z ∈ ∆. Omdat (Nγ − z1l) sterk convergeert naar S − z1l,

weten we uit lemma 9.2 dat uγ(z)(Nγ − z1l) zwak convergeert naar u(z)(S − z1l).

Nu geldt ook uγ(z)(Nγ − z1l) = Qγ → T . Dus u(z)(S − z1l) = T voor alle z ∈ ∆.

Hieruit volgt dat

f(z) =

u(z) als z ∈ ∆

T (S − z1l)−1 als z ∈ C \ σ(S)

een goed gedefinieerde functie is van C naar B(H). f is dan een gehele functie, en

omdat f(z) = T (S − z1l)−1 → 0 voor z → ∞, zal f identiek 0 zijn. Dit kan enkel

als T = 0.

We hebben dus aangetoond dat 0 het enige limietpunt is van het net (Qα)α,

zodat Qα → 0, wat we moesten bewijzen.

Eindelijk hebben we genoeg materiaal om stelling 9.1 te kunnen bewijzen.
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Bewijs van stelling 9.1:

• Zij S subnormaal op H en zij {en}n∈N een orthonormale basis van H. Zij N

de minimale normale uitbreiding van S, op K. Definieer voor elke n ∈ N
een unitaire operator Un : H → K die Hn =

∨
{e0, e1, . . . , en, Se0, . . . , Sen}

invariant laat. Dit kan, kies immers een willekeurige unitaire operator Ũn :

H	Hn → K	Hn (die bestaat omdat H en K gelijkmachtig zijn) en stel Un =

1lHn ⊕ Ũn. Definieer dan voor elke n ∈ N de normale operator Nn = U∗
nNUn.

Bekijk nu de prehilbertruimte H̃ voortgebracht door {en| n ∈ N} (dit zijn alle

eindige lineaire combinaties van deze vectoren). Voor een willekeurige ξ ∈ H̃

kan je een nξ ∈ N vinden zodat ξ ∈ Hnξ
. Voor elke n > nξ zal dan ook ξ ∈ Hn.

Dus voor n > nξ geldt Nnξ = U∗
nNUnξ = U∗

nNξ = U∗
nSξ = Sξ. Omdat (per

constructie) H̃ dicht is in H, is S de sterke limiet van (Nn)n.

• Zij nu S de sterke limiet van het net (Nα)α met Nα allen normaal. Bekijk

voor elke α de spectrale ontbinding Nα =
∫

C z dEα(z) en de verzameling ∆ =

{z ∈ C| |z| < ‖S‖ + 1}, dan volgt uit lemma 9.8 dat Eα(∆) → 1l in de

sterke operatortopologie. Zij nu Mα = Eα(∆)Nα voor elke α. Dan is elke

Mα normaal (want Eα(∆) commuteert met Nα). Uit lemma 9.2 volgt dat ook

(Mα)α sterk convergeert naar S. Voor elke α is ook Mα =
∫

∆
z dEα(z), zodat

‖Mα‖ < ‖S‖ + 1. Weer uit lemma 9.2 halen we dan dat voor elke j ∈ N:

(M j
α)α convergeert naar Sj. Dus

0 6 ‖
n∑
i=0

M∗i
α ξi‖2

=
n∑

i,j=0

〈M∗j
α ξj,M

∗i
α ξi〉

=
n∑

i,j=0

〈M i
αξj,M

j
αξi〉

→
n∑

i,j=0

〈Siξj, Sjξi〉,

voor elke eindige deelverzameling {ξ0, ξ1, . . . , ξn} ⊂ H, met n ∈ N willekeurig.

Uit het Halmos-Bram criterium 4.2 leren we dan dat S subnormaal is.
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§ 10 Ongelijkheden

Deze sectie behandelt ongelijkheden die op het eerste gezicht wat raar lijken. De

norm en het spoor van de zelfcommutator van een hyponormale operator worden

vergeleken met de Lebesguemaat (die we in deze sectie noteren met µ) van het

spectrum van de operator zelf. De Putnam-ongelijkheid volgt uit die van Berger en

Shaw, maar in het subnormale geval kan daar een apart bewijs van gegeven worden,

dat eenvoudiger (en directer) is. We beginnen dus ook daarmee. We volgen de

aanpak van [25].

10.1 Lemma (Ahlfors-Beurling)

Zij ∆ ⊂ C compact, dan geldt voor elke z ∈ C:∣∣∣∣∫
∆

1

ζ − z
dµ(ζ)

∣∣∣∣ 6 (πµ(∆))1/2.

Bewijs :

Door een coördinaatverandering mogen we veronderstellen dat z = 0 en

I =

∫
∆

1

ζ
dµ(ζ) > 0.

Overgaan naar polaire coördinaten levert:

I =

∫
∆

(cos(θ)− i sin(θ)) dr dθ

=

∫
∆

cos(θ) dr dθ.

Schrijf nu ∆+ = {ζ ∈ ∆| <e(ζ) > 0}, dan krijgen we

I 6
∫

∆+

cos(θ) dr dθ.

Zij nu R = sup{|ζ|; ζ ∈ ∆}, en voor θ ∈ [−π/2, π/2]:

∆+(θ) = ∆+ ∩ {reiθ| 0 6 r 6 R}.
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Noteer de lineaire Lebesguemaat van de verzameling ∆+(θ) met `(θ). Door de

Cauchy-Schwarz ongelijkheid vinden we dan∫
∆+

cos(θ) dr dθ =

∫ π/2

−π/2
`(θ) cos(θ)dθ

6

(
π

2

∫ π/2

−π/2
`(θ)2 dθ

)1/2

.

Noteer nu met `(t, θ) de lineaire Lebesguemaat van de verzameling

∆+ ∩ {reiθ| 0 6 r 6 t},

dan is `(., θ) een stijgende functie waarvoor `(t1, θ) − `(t2, θ) 6 t1 − t2, als t2 6 t2.

Er geldt dus

`(θ)2

2
=

∫
∆+(θ)

`(t, θ) d`(t, θ)

6
∫

∆+(θ)

`(t, θ) dt

6
∫

∆+(θ)

t dt.

We kunnen nu de stukjes van de puzzel ineenpassen:

I 6
∫

∆+

cos(θ) dr dθ

6

(
π

∫ π/2

−π/2

`(θ)2

2
dθ

)1/2

6

(
π

∫ π/2

−π/2

∫
∆+(θ)

t dt dθ

)1/2

= (πµ(∆+))1/2

6 (πµ(∆))1/2

In wat volgt wordt C met R2 gëıdentificeerd. Koppels (u, v) van R2 worden dan

ook soms genoteerd met u+ iv.
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10.2 Lemma

Zij f : R2 → C een C∞-functie. Zij ∆ ⊂ Γ ⊂ Λ ⊂ C compacte verzamelingen, zodat

er een r ∈ R+
0 bestaat waarvoor d(∆, λ \ Γ) > r. Dan is voor elke z ∈ ∆:∫∫

Λ\Γ

f(u, v)

(u+ iv)− z
du dv ∈ R(∆).

Bewijs :

Kies ε > 0 willekeurig. We veronderstellen fχΛ\Γ 6= 0 (anders is de bewering

triviaal). Omdat f continu is, bestaat er een δ0 ∈ R+
0 zodat |f(u, v) − f(u′, v′)| <

εr
2µ(Λ\Γ)

als ‖(u, v) − (u′, v′)‖ < δ0. Zij R = supu+iv∈Λ\Γ |f(u, v)|. Noem nu δ =

min( δ0√
2
, εr2

2
√

2Rµ(Λ\Γ)
). We kunnen nu λ \ Γ overdekken met een eindig aantal 2 aan 2

disjuncte vierkantjes V1, . . . , Vk die allen zijde δ hebben. Noem voor elke j: Wj =

Vj ∩ (Λ \ Γ). Kies nu in elke Wj een element uj + ivj. Er geldt:∣∣∣∣∣
∫∫

Λ\Γ

f(u, v)

(u+ iv)− z
du dv −

∑
j

f(uj, vj)

(uj + ivj)− z
µ(Wj)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫∫

Λ\Γ

(
f(u, v)

(u+ iv)− z
−
∑
j

f(uj, vj)

(uj + ivj)− z
χWj

)
du dv

∣∣∣∣∣
Nu geldt voor elke j en elke u+ iv ∈ Wj:∣∣∣∣ f(u, v)

(u+ iv)− z
− f(uj, vj)

(uj + ivj)− z

∣∣∣∣
6

∣∣∣∣ f(u, v)

(uj + ivj)− z
− f(uj, vj)

(uj + ivj)− z

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ f(u, v)

(u+ iv)− z
− f(u, v)

(uj + ivj)− z

∣∣∣∣
<

εr

r2µ(Λ \ Γ)
+

√
2εr2

2
√

2Rµ(Λ \ Γ)

|f(u, v)|
r2

6
ε

µ(Λ \ Γ)
,

zodat de integraal kleiner wordt dan ε. Omdat duidelijk
∑

j
f(uj ,vj)

(uj+ivj)−z µ(Wj) een

rationale functie met polen buiten ∆ is, geldt het gestelde.

Zij ∆ een compacte verzameling. We bekijken op C(∆) de supnorm, en de

afstandsfunctie die daarbij hoort (d(f, g) = ‖f − g‖∞).
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10.3 Stelling (Alexander) [3]

Zij ∆ ⊂ C compact, dan

d(z̄, R(∆)) 6

(
µ(∆)

π

)1/2

Bewijs :

Definieer voor elke n ∈ N:

∆n = {λ ∈ Λ| d(λ,∆) 6 1/n}.

Zij ψ : R2 → C een C∞-functie met compacte drager Λ zodat ψ(u, v) = (u,−v) op

een omgeving van ∆1. ψ is dus gewoon de complexe toevoeging (op die omgeving

van ∆). We maken in wat volgt misbruik van notatie; we beschouwen ψ ook als

functie van de complexe variabele ζ = u + iv. Met ∂̄ψ wordt 1
2
∂ψ
∂u
− 1

2i
∂ψ
∂v

bedoeld.

Er geldt:

ψ(z) = − 1

π

∫∫
Λ

∂̄ψ

ζ − z
du dv.

Dit wordt bewezen in appendix B. Omdat op ∆1: ∂̄ψ = 1, geldt voor alle z ∈ ∆ en

elke n ∈ N:

z̄ = − 1

π

∫∫
∆n

1

ζ − z
du dv − 1

π

∫∫
Λ\∆n

∂̄ψ

ζ − z
du dv.

Door vorig lemma is de tweede integraal een R(∆)-functie. Dus voor elke n geldt

d(z̄, R(∆)) 6 sup
z∈∆

(
1

π

∫∫
∆n

1

ζ − z
du dv

)
6

(
µ(∆n)

π

)1/2

,

wegens het lemma van Ahlfors-Beurling.

Omdat nu ∆n ↘ ∆ en µ σ-additief is, geldt µ(∆n) ↘ µ(∆), zodat

d(z̄, R(∆)) 6 inf
n

(
µ(∆n)

π

)1/2

=

(
µ(∆)

π

)1/2

.
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10.4 Stelling (Putnam)

Zij S ∈ B(H) een subnormale operator met zelfcommutator D, dan geldt

‖D‖ 6
1

π
µ(σ(S)).

Bewijs :

Zij N ∈ B(K) de minimale normale uitbreiding van S. Noem P de projectie van K

op H. Kies een willekeurige eenheidsvector ξ ∈ H. Dan geldt:

〈Dξ, ξ〉 = ‖Sξ‖2 − ‖S∗ξ‖2

= ‖Nξ‖2 − ‖PN∗ξ‖2

= ‖N∗ξ‖2 − ‖PN∗ξ‖2

= d(N∗ξ,H)2

= inf{‖N∗ξ − η‖2; η ∈ H}
6 inf{‖N∗ξ − f(N)ξ‖2; f ∈ R(σ(S))}
6 inf{‖N∗ − f(N)‖2; f ∈ R(σ(S))}
= d(z̄, R(σ(S)))2

6
1

π
µ(σ(S)),

waarbij we de isometrie-eigenschap van de functiecalculus voor normale operatoren

gebruikten, en de stelling van Alexander. Omdat ξ willekeurig was, is de stelling

bewezen (want D is positief).

10.5 Gevolg

Een subnormale operator waarvan het spectrum Lebesguemaat 0 heeft is noodzakelijk

normaal.

We gaan nu de stelling van Berger en Shaw bewijzen. We volgen [20]. Daarin

wordt een meer uitgebreid resultaat bewezen. Hier wordt echter enkel het relevante

geval behandeld.

10.6 Definitie

Zij A een operator op H, en zij {ξn}n∈N een orthonormale basis voor H.

• Het spoor van A, Tr(A), is
∑

n∈N〈Aξn, ξn〉.
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• De Hilbert-Schmidt norm van A, ‖A‖2, is (
∑

n∈N ‖Aξn‖)1/2.

N

Er geldt dat Tr(AB) = Tr(BA) voor alle operatoren A en B. Als je de ope-

ratoren voorstelt als oneindige matrices, is dit eenvoudig in te zien. Het spoor is

dan niets anders dan de som van de diagonaalelementen, en het enige wat veran-

dert als je de vermenigvuldiging in de andere volgorde neemt, is de volgorde der

termen. Hieruit volgt ook dat het spoor invariant is voor basisveranderingen. Im-

mers, Zij U een transformatie van basis, dan wordt A t.o.v. de nieuwe basis U∗AU ,

en Tr(U∗AU) = Tr(U∗UA) = Tr(A). Deze onafhankelijkheid van keuze van basis

geldt natuurlijk ook voor de Hilbert-Schmidt norm; de Hilbert-Schmidt norm van

een operator A is immers niets anders dan de wortel van het spoor van A∗A.

10.7 Lemma

Zij A een operator en P een eindige rang projectie (d.w.z. het bereik van P heeft

een eindige dimensie), dan is

Tr(P [A∗, A]P ) 6 ‖(1l− P )AP‖2
2

Bewijs :

Schrijf P als 2×2 operatormatrix

(
1l 0

0 0

)
, en zij A =

(
B C

D E

)
de overeenkom-

stige decompositie van A. Dan is P [A∗, A]P =

(
[B∗, B] +D∗D − CC∗ 0

0 0

)
, zo-

dat Tr(P [A∗, A]P ) = Tr[B∗, B] + ‖D‖2
2−‖C‖2

2. Omdat Tr(B∗B) = Tr(BB∗) <∞
(want B werkt immers slechts op een eindigdimensionale ruimte), is Tr([B∗, B]) = 0,

dus Tr(P [A∗, A]P ) 6 ‖C‖2
2 = ‖(1l− P )AP‖2

2.

We hebben een uitbreiding nodig van het begrip cycliciteit:

10.8 Definitie

Zij m ∈ N ∪ {∞}. We noemen een operator A ∈ B(H) m-cyclisch als er m vectoren

ξ1, ξ2, . . . , ξm bestaan zodat

H =
∨
{Akξj| k ∈ N, j ∈ {1, 2, . . . ,m}}.
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Analoog is A rationaal m-cyclisch als er m vectoren ξ1, ξ2, . . . , ξm bestaan zodat

H =
∨
{f(A)ξj| f ∈ Rat(σ(A)), j ∈ {1, 2, . . . ,m}}.

N

opmerking:

Als we m definiëren door ‘een operator is (rationaal) m-cyclisch’, bedoelen we de

kleinste m waarvoor dit geldt. Het is echter duidelijk dat elke m-cyclische operator

ook n-cyclisch is als n > m. Als m al bestaat, wil de bewering ‘een operator

is (rationaal) m-cyclisch’ dus niet noodzakelijk zeggen dat m het kleinste getal is

waarvoor dit geldt.

10.9 Lemma

Als twee operatoren A,B disjuncte spectra hebben, A rationaal m-cyclisch is en B

rationaal n-cyclisch. Zij k = max(m,n), dan is A⊕B rationaal k-cyclisch.

Bewijs :

We merken eerst op dat σ(A ⊕ B) = σ(A) ∪ σ(B). Immers, de inverse van A ⊕ B,

als die bestaat, is A−1 ⊕B−1. Dus A⊕B − λ1l⊕ 1l is niet inverteerbaar asa A− λ1l

of B − λ1l is niet inverteerbaar.

Het bewijs is nu eenvoudig: immers als de spectra disjunct zijn, zijn 1l ⊕ 0 en

0 ⊕ 1l uniforme limieten van rationale functies in de operator A ⊕ B. Neem dan k

vectoren in H ⊕ H zodat elke vector in de genererende verzamelingen van A en B

voorkomt in de decompositie.

10.10 Lemma

Zij A een rationaal m-cyclische operator, dan bestaat er een rij eindige rang projec-

ties (Pk)k∈N die stijgt naar 1l en zodat de rang van (1l − Pk)APk kleiner is dan m

voor alle k ∈ N.

Bewijs :

Zij {ξ1, ξ2, . . . , ξm} een rationaal voortbrengende set vectoren voorA en zij {z1, z2, . . .}
een dichte deelverzameling van σ(A)c. Definieer voor elk natuurlijk getal k de pro-

jectie Pk op Hk :=
∨
{Aj(A − z11l)

−1 · · · (A − zk1l)
−1ξi| 0 6 j 6 2k en 1 6 i 6 m}.
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Omdat door A maximum m van deze voortbrengers buiten deze ruimte afgebeeld

worden (enkel als j = 2k), is de rang van (1l− Pk)APk 6 m.

Als k < l, is Hk ⊂ Hl: immers

Aj(A− z11l)
−1 · · · (A− zk1l)

−1ξi =

(A− zk+11l) · · · (A− zl1l)A
j(A− z11l)

−1 · · · (A− zl1l)
−1ξi,

dus (Pk)k is een stijgende rij. We beweren nu dat een willekeurige rationale functie

in A willekeurig dicht benaderd kan worden door eindige lineaire combinaties van de

vorm Aj(A− z11l)
−1 · · · (A− zk1l)

−1 met j 6 2k. Hieruit volgt dan dat (Pk)k stijgt

naar 1l.

10.11 De claim

Er wordt geen exact bewijs gegeven van de claim. Wel wordt duidelijk gemaakt

hoe een rationale functie benaderd kan worden door functies van de voorgeschreven

vorm.

• De identieke functie A

A = A2(A− z11l)
−1 − z1A(A− z11l)

−1

• Monomen An

Op dezelfde manier als hierboven worden voldoende factoren in de noemer

toegelaten (evenveel als de (oorspronkelijke) macht in de teller is voldoende)

en gaat men A2n(A− z11l)
−1 · · · (A− zn1l)

−1 corrigeren tot men

(A− z11l) · · · (A− zn1l)A
n(A− z11l)

−1 · · · (A− zn1l)
−1

bekomt.

• Polynomen

Polynomen zijn natuurlijk gewoon lineaire combinaties van monomen.

• (A− z1l)−1 voor een zekere z ∈ σ(A)c

Kies een zj ∈ {z1, z2, . . .} die dicht bij z ligt. Dan kan je (A−z1l)−1 benaderen

door (A− z11l) · · · (A− zj−11l)(A− z11l)
−1 · · · (A− zj1l)

−1.

• (A− z1l)−n voor een zekere z ∈ σ(A)c

Als je uit een dichte verzameling D een eindig aantal punten wegneemt (noem

de bekomen verzameling D̃), blijft ze dicht. Neem immers een willekeurige
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niet-lege open verzameling Γ, en neem daar ook die punten uit weg (als ze erin

liggen). De nieuwe verzameling Γ̃ is nog steeds niet-leeg en open, en heeft dus

niet-lege doorsnede met D. Dus ook D̃ ∩ Γ̃ = D ∩ Γ̃ is niet leeg.

Je kan dus n punten {zj1 , . . . , zjn} uit {z1, z2, . . .} nemen die willekeurig dicht

bij z liggen. Stel dat j de grootste index is van deze punten, dan kan je(∏
k∈{1,...,j}\{j1,...,jn}(A− zk1l)

)
(A− z11l)

−1 · · · (A− zj1l)
−1

= (A− zj11l)
−1 · · · (A− zjn1l)−1

nemen als benadering voor (A− z1l)−k.

• (A− y11l)
−n1 · · · (A− yk1l)

−nk met de yi onderling verschillend in σ(A)c

Vermits de polynomen

(A− y21l)
n2(A− y31l)

n3 · · · (A− yk1l)
nk

(A− y11l)
n1(A− y31l)

n3 · · · (A− yk1l)
nk

...

(A− y11l)
n1(A− y21l)

n2 · · · (A− yk−11l)
nk−1

onderling ondeelbaar zijn, bestaat er een lineaire combinatie van deze termen

(met als coëfficiënten polynomen) die gelijk is aan 1l. Als we deze relatie delen

door (A− y11l)
n1(A− y21l)

n2 · · · (A− yk1l)nk vinden we een lineaire combinatie

van dingen die we al kunnen benaderen.

• Een willekeurige rationale functie f(A)

Je kan de noemer ontbinden tot een product met lineaire factoren (C is

algebräısch gesloten). Dan krijgen we het product van twee dingen die we

al kunnen benaderen.

10.12 Lemma

Zij A een rationaal m-cyclische operator met zelfcommutator D, dan is Tr(D) 6

m‖A‖2.

Bewijs :

Door lemma 10.10 vinden we een rij projecties (Pk)k∈N die naar 1l stijgt en zodat

voor elke k de rang van (1l− Pk)APk 6 m. Hieruit volgt dat (voor elke k)

‖(1l− Pk)APk‖2
2 6 m‖(1l− Pk)APk‖2.
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Door lemma 10.7 vinden we dus

Tr(D) = lim
k
Tr(PkDPk)

6 lim sup
k

‖(1l− Pk)APk‖2
2

6 lim sup
k

m‖(1l− Pk)APk‖2

6 m‖A‖2.

10.13 Stelling (Berger-Shaw)

Zij T ∈ B(H) een rationaal m-cyclische hyponormale operator met zelfcommutator

D, dan is Tr(D) 6 m
π
µ(σ(T )).

Bewijs :

We splitsen het bewijs op in twee gevallen:

• m <∞

Zij R = ‖T‖ en zij D = B(0, R). Kies ε > 0 willekeurig. We kunnen een

eindige verzameling {D1, D2, . . . , Dn} vinden van 2 aan 2 disjuncte gesloten

bollen in D \ σ(T ), zodat µ(D) < µ(σ(T )) +
∑

k µ(Dk) + ε. (dit volgt uit

de overdekkingsstelling van Vitali7) Zij voor elke Dk: ak het centrum en rk
de straal. We kunnen dan vorige bewering herschrijven als πR2 − π

∑
k r

2
k <

µ(σ(T )) + ε. Zij nu U+ de eenzijdige shift (op `2(N)), en zij voor elke k ∈
{1, 2, . . . , n}: Uk de directe som van m kopies van ak1l + rkU+. Dan is voor

elke k: σ(Uk) = Dk (dit volgt uit voorbeeld 5.10). Het is duidelijk dat elke

Uk m-cyclisch is (want Uk is 1-cyclisch). Dus zeker is elke Uk rationaal m-

cyclisch. Omdat de spectra van T, U1, . . . , Uk paarsgewijze disjunct zijn, is ook

V := T⊕U1⊕. . .⊕Un rationaal m-cyclisch (lemma 10.9). Ook geldt eenvoudig

‖V ‖ = R, want R is het maximum van de normen van de sommanden van V .

Omdat voor elke k: [U∗
k , Uk] een projectie is, is [V ∗, V ] een positieve operator.

7Stelling (Vitali) [33]
Zij E een familie van gesloten verzamelingen in C die een verzameling ∆ ⊂ C bedekt, zodat voor
elke x ∈ ∆ en δ > 0 een E ∈ E bestaat zodat x ∈ E en µ(E) < δ, dan bestaat er voor elke
ε > 0 een eindige deelverzameling {E1, E2, . . . , En} ⊂ E met de Ei twee aan twee disjunct en zodat
µ(∆) <

∑
i µ(Ei) + ε.
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Door lemma 10.12 weten we dus dat Tr([V ∗, V ]) 6 m‖V ‖2 = mR2. Ook is

Tr([V ∗, V ]) = Tr(D) +
∑
k

Tr([U∗
k , Uk])

= Tr(D) +m
∑
k

r2
k.

We vinden dus

πTr(D) 6 mπR2 −m
∑
k

πr2
k

< mµ(σ(T ) + ε).

Omdat ε willekeurig is, is het bewijs volledig.

• m = ∞ & µ(σ(T )) = 0

Zij {ξ1, ξ2, . . .} een basis voor H en voor elke n ∈ N, zij Pn de projectie op de

rationaal invariante deelruimte voor T voortgebracht door {ξ1, . . . , ξn} (dit is

dus de kleinste deelruimte van H die deze verzameling omvat en invariant is

voor elke rationale functie in T (met polen buiten σ(T )); deze ruimte is dus

rationaal n-cyclisch). Voor een vaste n, schrijf Pn =

(
1l 0

0 0

)
en overeen-

komstig T =

(
A B

0 C

)
(die nul natuurlijk omdat het bereik van Pn invariant

is onder T ). Dan is PnDPn =

(
[A∗, A]−BB∗ 0

0 0

)
, dus (omdat D positief

is, en Pn zelftoegevoegd) is [A∗, A] − BB∗ positief. Omdat de ruimte waarop

A werkt rationaal invariant is voor T , is σ(A) ⊆ σ(T ).

Inderdaad, zij λ 6∈ σ(T ), dan is

(T − λ1l)−1(T − λ1l) =

(
A1(A− λ1l) F

0 F

)

=

(
1l 0

0 1l

)
,

waarbij A1 de noordwestcomponent van (T − λ1l)−1 is. A − λ1l is

dus al zeker linksinverteerbaar, en analoog is A − λ1l ook rechtsin-

verteerbaar, met dezelfde inverse. Dus λ 6∈ σ(A).
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Dus A is rationaal n-cyclisch en µ(σ(A)) 6 µ(σ(T )) = 0. Door op A het

eerste geval toe te passen, vinden we dat Tr([A∗, A]) 6 0. We bekomen dus

Tr(PnDPn) 6 0 voor elke n. Omdat Pn stijgt naar 1l, vinden we Tr(D) 6 0.

Uit deze stelling kunnen we de ongelijkheid van Putnam afleiden voor hypo-

normale operatoren.

10.14 Stelling (Putnam)

Zij T ∈ B(H) een hyponormale operator met zelfcommutator D, dan geldt

‖D‖ 6
1

π
µ(σ(T )).

Bewijs :

Zij ξ ∈ H een eenheidsvector. Het is voldoende te bewijzen dat

〈Dξ, ξ〉 6
1

π
µ(σ(T )).

Zij Hξ de rationaal cyclische deelruimte van H voortgebracht door ξ, d.w.z.

Hξ =
∨
{f(T )ξ| f ∈ Rat(σ(T ))}.

Omdat deze deelruimte natuurlijk invariant is voor T is R = T |Hξ
nog steeds hypo-

normaal. R is heeft per constructie een rationaal cyclische vector (ξ). Ook zal

‖R∗ξ‖ = ‖PT ∗ξ‖ 6 ‖T ∗ξ‖, met P de projectie op Hξ. Zoals in het bewijs van het

tweede geval in de stelling van Berger en Shaw is σ(R) ⊆ σ(T ). Dus is

〈Dξ, ξ〉 = ‖Tξ‖2 − ‖T ∗ξ‖2

6 ‖Rξ‖2 − ‖R∗ξ‖2

= 〈[R∗, R]ξ, ξ〉
6 Tr([R∗, R])

6
1

π
µ(σ(R))

6
1

π
µ(σ(T ))

Voor hyponormale operatoren geldt dus ook:
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10.15 Gevolg

Een hyponormale operator T met µ(σ(T )) = 0 is noodzakelijk normaal.

Op C bestaan er veel maten, en men kan zich dan ook de vraag stellen of deze

stellingen ook gelden met een andere maat dan µ. Het is eenvoudig in te zien dat elk

scalair veelvoud tµ met t > 1 van de Lebesguemaat ook voldoet. Dit zullen echter

de enige Borelmaten zijn met die eigenschap.

In het bewijs van de Berger-Shaw-ongelijkheid maakt men expliciet gebruik van

het feit dat de Lebesguemaat van een verzameling overeenkomt met de oppervlakte

van de verzameling. Hieruit kunnen we niet echt besluiten dat dit de enige maat is

met die eigenschap, maar we kunnen wel besluiten dat de maat die deze eigenschap

heeft translatie-invariant moet zijn. Uit het bewijs van de Putnam-ongelijkheid in

het subnormale geval zien we ook dat de maat translatie-invariant moet zijn.

Haar heeft bewezen dat er slechts één translatie-invariante borelmaat (op scalair

veelvoud na) bestaat op een willekeurige (commutatieve) maatruimte (zie hiervoor

[29]). Omdat we in het bewijs van het lemma van Ahlfors en Beurling gebruik

maakten van de eigenschap dat de functie `(., θ) voldeed aan `(t1, θ) − `(t2, θ) 6

t1 − t2, als t2 6 t2, kunnen we geen willekeurig scalair veelvoud nemen van µ,

maar slechts veelvouden tµ met t > 1. Als dit niet het geval was, zou immers

elke subnormale operator normaal zijn, vermits we het rechterlid van de Putnam-

ongelijkheid dan willekeurig klein kunnen krijgen.
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Appendix A:

Wortels van positieve operatoren

We beginnen met twee lemma’s:

1. Lemma

Zij A en B operatoren zodat 0 6 A 6 B en zij A inverteerbaar, dan is B inverteer-

baar, en B−1 6 A−1.

Bewijs :

B − A > 0 ⇒ A−1/2(B − A)A−1/2 > 0

⇒ A−1/2BA−1/2 > 1l

⇒ σ(A−1/2BA−1/2) ⊆ [1,+∞)

⇒ A−1/2BA−1/2 is inverteerbaar

⇒ B = A1/2(A−1/2BA−1/2)A1/2 is inverteerbaar

a) A = 1l

1l 6 B ⇒ σ(B) ⊆ [1, ‖B‖]
⇒ σ(B−1) ⊆ [1/‖B‖, 1]

⇒ σ(1l−B−1) ⊆ [0, 1− 1

‖B‖
] ⊆ R+

⇒ 1l > B−1

b) A willekeurig

A 6 B ⇒ 1l 6 A−1/2BA−1/2

⇒ A1/2B−1A1/2 = (A−1/2BA−1/2)−1 6 1l

⇒ B−1 6 A−1
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2. Lemma

Zij λ > 0 en A,B ∈ B(H) zodat 0 6 A 6 B, dan is A(1l + λA)−1 6 B(1l + λB)−1.

Bewijs :

0 6 A 6 B ⇒ 1l 6 (1l + λA) 6 (1l + λB)

⇒ (1l + λB)−1 6 (1l + λA)−1 6 1l

⇒ 1l− (1l + λA)−1 6 1l− (1l + λB)−1

⇒ ((1l + λA)− 1l)(1l + λA)−1 6 ((1l + λB)− 1l)(1l + λB)−1

⇒ λA(1l + λA)−1 6 λB(1l + λB)−1

Nu hebben we voldoende materiaal om volgende stelling te bewijzen:

3. Stelling

Zij A,B ∈ B(H) zodat 0 6 A 6 B, dan is ook 0 6 A1/2 6 B1/2.

Bewijs :

Definieer voor elke λ ∈ R+ de functie fλ : R+ → R+ : t 7→ f(t) = t
1+λt

. We

beschouwen dit nu als functie van λ en we berekenen∫ +∞

0

fλ(t)
1√
λ
dλ =

∫ +∞

0

t√
λ(1 + λt)

dλ.

Door substitutie µ = λt krijgen we:

=

∫ +∞

0

√
t

√
µ(1 + µ)

dµ = π
√
t,

want door substitutie x =
√
µ vinden we:∫ +∞

0

1
√
µ(1 + µ)

dµ = 2

∫ +∞

0

1

1 + x2
dx = 2Bgtg(x)|+∞0 = π.

Zij nu C een willekeurige positieve operator, en zij
∫

R+ t dE(t) zijn spectrale

ontbinding. Definieer voor elke λ ∈ R+ de operator Cλ = fλ(C). We bekijken nu de

afbeelding

ρ : H× H → C : (ξ, η) 7→
∫ +∞

0

〈Cλξ, η〉
1√
λ
dλ.
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Dit is duidelijk een sesquilineaire vorm op H. We rekenen nu uit dat deze ook

begrensd is:

ρ(ξ, η) =

∫ +∞

0

〈Cλξ, η〉
1√
λ
dλ

=

∫ +∞

0

(∫
R+

t

1 + λt
d〈E(t)ξ, η〉

)
1√
λ
dλ

=

∫
R+

(∫ +∞

0

t√
λ(1 + λt)

dλ

)
d〈E(t)ξ, η〉

= π

∫
R+

√
t d〈E(t)ξ, η〉

= π〈C1/2ξ, η〉.

Het omwisselen van integratievolgorde mag omdat de voorwaarden van de stelling

van Fubini8 voldaan zijn.

Nu is A 6 B, dus voor elke λ is fλ(A) 6 fλ(B), zodat voor alle ξ ∈ H:

〈fλ(A)ξ, ξ〉 6 〈fλ(B)ξ, ξ〉 ⇒
∫ ∞

0

1√
λ
〈fλ(A)ξ, ξ〉 dλ 6

∫ ∞

0

1√
λ
〈fλ(B)ξ, ξ〉 dλ

⇒ π〈A1/2ξ, ξ〉 6 π〈B1/2ξ, ξ〉.

8Stelling (Fubini)[29]
Zij (Ω1,M1, µ1) en (Ω2,M2, µ2) σ-eindige maatruimten en zij f : Ω1×Ω2 → [0,+∞] een positieve
M1 ×M2-meetbare functie, dan geldt∫

Ω1

(∫
Ω2

f(x, y) dµ2(y)
)

dµ1(x) =
∫

Ω2

(∫
Ω1

f(x, y) dµ1(x)
)

dµ2(y).
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Appendix B:

Een veralgemeende
Cauchy-integraalformule

We hebben dus een complexe functie ψ (met compacte drager Λ) die als R2-functie

differentieerbaar is. We gebruiken de dubbele notatie ψ(u, v) en ψ(ζ) met ζ = u+iv.

Zij nu

I(z) = − 1

π

∫∫
R2

∂̄ψ

ζ − z
du dv,

dan moeten we bewijzen dat I(z) = ψ(z) voor iedere z in C. Voor een vaste (maar

willekeurige) z = a+ib, en voor iedere ε definiëren we ∆ε = [a−ε, a+ε]× [b−ε, b+ε]
en Iε(z) = − 1

π

∫∫
∆c

ε

∂̄ψ
ζ−z du dv.

Duidelijk is limε→0 Iε(z) = I(z) (immers, het integratiegebied wordt willekeurig

klein, en 1
|z| is µ-integreerbaar op compacten). We rekenen nu Iε(z) wat verder

uit.

Iε(z) = − 1

π

∫∫
∆c

ε

∂̄ψ

ζ − z
du dv

= − 1

π

∫∫
∆c

ε

(
1

2

∂ψ

∂u
− 1

2i

∂ψ

∂v

)
1

(u− a) + i(v − b)
du dv

We kunnen de integralen opsplitsen over verschillende deelgebieden. We behandelen

eerst de eerste term.
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− 1

π

∫∫
∆c

ε

1

2

∂ψ

∂u

1

(u− a) + i(v − b)
du dv

= − 1

2π

∫
|v−b|>ε

dv

∫
R
du

∂ψ

∂u

1

(u− a) + i(v − b)

− 1

2π

∫
|v−b|6ε

dv

∫
|u−a|>ε

du
∂ψ

∂u

1

(u− a) + i(v − b)

= − 1

2π

∫
|v−b|>ε

dv

(
ψ(u, v)

(u− a) + i(v − b)

∣∣∣∣+∞
u=−∞

−
∫

R
du

ψ(u, v)

((u− a) + i(v − b))2

)

− 1

2π

∫
|v−b|6ε

dv

(
ψ(u, v)

(u− a) + i(v − b)

∣∣∣∣a−ε
u=−∞

+
ψ(u, v)

(u− a) + i(v − b)

∣∣∣∣+∞
u=a+ε

−
∫
|u−a|>ε

du
ψ(u, v)

((u− a) + i(v − b))2

)

=
1

2π

∫∫
∆c

ε

ψ(u, v)

((u− a) + i(v − b))2
du dv +

1

2π

∫
|v−b|6ε

dv

(
− ψ(a− ε, v)

−ε+ i(v − b)
+
ψ(a+ ε, v)

ε+ i(v − b)

)
.

Volledig analoog kunnen we de tweede term uitwerken tot:

1

2πi

∫∫
∆c

ε

∂ψ

∂v

1

(u− a) + i(v − b)
du dv

= − 1

2π

∫∫
∆c

ε

ψ(u, v)

((u− a) + i(v − b))2
du dv +

1

2πi

∫
|u−a|6ε

du

(
ψ(u, b− ε)

(u− a)− iε
− ψ(u, b+ ε)

(u− a) + iε

)
.

We vinden dus:

Iε(z) =
1

2π

∫
|v−b|6ε

dv

(
− ψ(a− ε, v)

−ε+ i(v − b)
+
ψ(a+ ε, v)

ε+ i(v − b)

)
+

1

2πi

∫
|u−a|6ε

du

(
ψ(u, b− ε)

(u− a)− iε
− ψ(u, b+ ε)

(u− a) + iε

)
.
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Dit is eigenlijk niets anders dan de contourintegraal over de rand van ∆ε; definieer

γε,1 = [a− ε, a+ ε] → C : t 7→ t+ i(b− ε)

γε,2 = [b− ε, b+ ε] → C : t 7→ (a+ ε) + it

γε,3 = [−a− ε,−a+ ε] → C : t 7→ −t+ i(b+ ε)

γε,4 = [−b− ε,−b+ ε] → C : t 7→ (a− ε)− it

γε = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 ∪ γ4,

dan is

Iε(z) =
1

2πi

∮
γε

ψ(ζ)

ζ − z
dζ.

De bewering is dat limε→0 Iε(z) = ψ(z) voor elke z ∈ C.∣∣∣∣ 1

2πi

∮
γε

ψ(ζ)

ζ − z
dζ − ψ(z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

2πi

∮
γε

ψ(ζ)

ζ − z
dζ − 1

2πi

∮
γε

ψ(z)

ζ − z
dζ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

2πi

∮
γε

ψ(ζ)− ψ(z)

ζ − z
dζ

∣∣∣∣
6

1

2π
sup
ζ∈γε

|ψ(ζ)− ψ(z)| sup
ζ∈γε

1

|ζ − z|
8ε

=
4

π
sup
ζ∈γε

|ψ(ζ)− ψ(z)|.

Omdat ψ continu is, kunnen we dit laatste willekeurig klein krijgen.
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